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Primero

Que nada:
Me complace
Enormisimamente
Ser

Un buen
Poeta

De segunda
Del

Tercer
Mundo

Efrain Huerta

Solo existen dos tipos de personas que
pueden hacer mateméticas: los
masoquistas y los enamorados.

Dr. Carlos Torres Alcaraz

It is perhaps a little humbling to
discover that we as humans are in
effect computationally no more
capable than cellular automata with
very simple rules. But the Principle of
Computational Equivalence also
implies that the same is ultimately
true of our whole universe. |...]|

And indeed in the end the Principle of
Computational Equivalence
encapsulates both the ultimate power
and the ultimate weakness of science.
For it implies that all the wonders of
our universe can in effect be captured
by simple rules, yet it shows that
there can be no way to know all the
consequences of these rules, except in
effect just to watch and see how they
unfold.

Stephen Wolfram, A new kind of

science.



Nota Técnica

La version digital de este trabajo contiene animaciones que pueden ser visualizadas en
formato PDF. Sin embargo, es necesario contar con un lector moderno, como por ejemplo
Adobe Acrobat Reader 64 bits.

En su defecto, la version impresa contiene las imagenes sucesivas que conforman cada
animacion.

III



Agradecimientos

Aprovecho este espacio para externar mis sinceros agradecimientos a las personas e
instituciones que me han acompanado a lo largo de esta travesia, y que en gran parte la
han hecho posible.

Agradezco, en primer lugar, a mi familia y a Brenda por brindarme la alegria y com-
panerismo que me han acompanado durante toda mi vida. Les agradezco infinitamente.

A mi ex novia Ana, por acompanarme a lo largo de estos anos y hacer de la vida un
lugar més célido, diverso, incluyente, pacifico y armonioso. Por mostrarme otras formas
de vivir, de vencer la adversidad y de querer.

A mis queridos amigos Huesos, Gasch, Martin, Ro, Fercho, Pablo, entre muchos otros,
con quienes creci y sigo creciendo, con quienes tengo los mejores recuerdos de mi infancia y
adolescencia e incontables recuerdos de muchisimos anos de amistad fraterna. Dificilmente
les puedo expresar mi gratitud con palabras. También, por supuesto, a los amigos que co-
noci en mi querida Facultad de Ciencias: Dieguillo, Mike, Pablito, Paoli, René, Nico, Tony,
Isaac, Urda, Diego, Inigo, Sof con quienes no sélo comparti la pasiéon por las mateméticas
sino también los mejores anos de mi vida. Gracias por acompanarme a lo largo de estos
anos con tanto carino, respeto y aprecio. No saben cuénto los admiro y quiero.

A la Facultad de Ciencias, por supuesto, y a la UNAM en general, por brindarme no
s6lo una extraordinaria educaciéon a cambio de nada, sino también por abrirme los ojos
ante la realidad de mi querido y lastimado pais. Siempre las recordaré como los lugares
en los que he sido mas feliz y en donde mas he crecido y més me he realizado. Estoy en
deuda con ustedes.

A mis queridos profesores: César Guevara, por guiarme a lo largo de esta tesis y ha-
berme enamorado de la teoria de nimeros y de la historia de las matemaéticas. A Javier
Fernédndez Garcia, por recibirme con los brazos abiertos y haberme ensenado la pacien-
cia y dedicaciéon que se necesita para ser un gran matemético. A la Dra. Diana Avella
Alaminos, por haberme dado la oportunidad de ser su ayudante con tanta paciencia y
compasion. A los integrantes del Seminario de Foliaciones Holomorfas (Laura, Jessy, Gil,
Jests, Oziel, etc.) por haberme aceptado dentro de su circulo como uno de lo suyos, siem-
pre incluyéndome en sus discusiones y esforzéndose en sus explicaciones. En particular
quiero destacar el apoyo que recibi de la Dra. Jessie Pontigo al aceptar ser mi tutora en

v



el IMATE: le agradezco muchisimo. También, por supuesto, a Gil Bruno, quien siempre
ha sido un guia para mi y al cual reconozco como uno de los mejores matematicos que
he conocido. Al Dr. José Antonio de la Pena, con quien tuve contacto por azares de la
vida, y quien siempre nos recibio, a los integrantes de la "Materturlia", con tanto gusto
para platicar de matematicas. Como parte fundamental de la "Matertulia"se encuentra el
Dr. Jesus Arturo Jiménez Gonzalez; muchas gracias, Jesus, por tu tiempo y dedicaciéon al
mando del seminario y por tomarte el tiempo de revisar este trabajo. Al M. en C. Renato
Leriche Vazquez, por inculcarme el amor a la programacion matemética a través de los
sistemas dindmicos, misma que ha moldeado enormemente mi vocaciéon cientifica. Al Dr.
Carlos Torres Alcaraz, por las clases més divertidas que tuve y por haberme explicado los
teoremas mas fascinantes de toda la carrera: los teoremas de Godel. A mis deméas profeso-
res, que recuerdo con carino y admiraciéon y a quienes les debo mucho: Dr. Vinicio Gomez,
Dra. Ana Meda Guardiola, Dr. Omar Antolin Camarena, Dr. Max Neumann, Dr. Javier
Bracho, Dr. Jorge Chavez Carlos, Dr. Ernesto Rosales, Dr. Carlos Prieto, Dra. Moénica
Alicia Clapp, M. en C. Luz Arely Carrillo, entre otros, quienes a pesar de una pandemia
y la precariedad laboral universitaria, supieron transmitirme el valor y amor por la cien-
cia. Agradezco también a todos mis sinodales por sus atinadas observaciones y correcciones.

Quisiera expresarle un agradecimiento muy especial al Dr. Francisco Antonio Godinez
Rojano, con quien realicé mi servicio social -mismo que culminé con la publicacion de mi
primer paper y la invitaciéon a mi primer congreso- y con quien entablé una solida amis-
tad. Muchas gracias por creer en mi y darme una introduccion tan grata al mundo de la
investigacion cientifica.

Asimismo quisiera recalcar el apoyo que recibi por parte de la Dra. Diana Avella Ala-
minos a lo largo del ano y medio que tuve el privilegio de ser su ayudante. Le agradezco
infinitamente el haberme transmitido el amor a la docencia. Asimismo, su apoyo para mis
futuros estudios de posgrado fueron fundamentales. Muchas gracias Dra.

Le debo un agradecimiento, también, a aquellos mateméaticos y cientificos cuyas obras
han influido enormemente en mi pensamiento y desarrollo como matematico. En particular

a Stephen Wolfram, por haber escrito el libro de ciencia més maravilloso e influyente que
he leido.

Por supuesto que el listado anterior no es ni exhaustivo ni exclusivo. Seria imposible
agradecerle a todas las personas que merecen una mencion en este espacio, ya que, este
trabajo, como muchas cosas en la vida hechas con amor y dedicacién, no es tnicamente
obra mia sino de todos ellos.



Introducciéon

A pesar de su aparente sencillez, nada similar a un autémata celular parece haber
existido antes de 1950. Lo anterior obedece principalmente a dos razones intimamente
relacionadas entre si: la primera es que nuestra experiencia cotidiana en ciencia e inge-
nierfa jamas hubiera podido sugerir que un sistema podia exhibir capacidades sofisticadas
partiendo de configuraciones iniciales y reglas deterministas sencillas; la segunda es que
la intuicién anterior sélo hubiera podido haberse modificado -como de hecho sucedié- con
el desarrollo y la realizaciéon de las computadoras electronicas. Es interesante notar que
un impedimento ideologico para el desarrollo de los autématas celulares -como es el caso
de la primera razon expuesta- fue transformado por el desarrollo material de un invento
tecnologico tan revolucionario, como lo fueron las computadoras modernas.

Ideas similares y precursoras de la de autémata celular se encuentran por primera vez
en los trabajos de John Von Neumann y Stanislaw Ulam en la década de los 50, quienes
estaban principalmente motivados por dar una prueba matemética de la posibilidad de
auto-replicacion de los organismos. En sus primeros trabajos (ver [2]) Von Neumann da
una construccion de un autémata celular de 20000 celdas, 29 estados posibles para cada
una de ellas y reglas de evoluciéon complicadas. Esto puso de manifiesto la creencia que
existia en los primeros anos de la revoluciéon informética -y que en muchos aspectos si-
gue existiendo actualmente-, de que era necesario partir de gran complejidad para poder
obtener gran complejidad. A partir del trabajo de Von Neumann y Ulam distintos ma-
teméticos -algunos nombres incluyen a Gustav Hedlund, Morton Curtis, Roger Lyndon y
Alyn Ray Smith- se dieron a la tarea de entender las bases matematicas de los sistemas
auto replicables (después formalizados como automatas celulares) principalmente desde la
optica de los sistemas dindmicos discretos, la dinamica simbélica y la computabilidad, ésta
ultima basada en las ideas de Alan Turing. Més adelante, en la década de los 70, el célebre
matematico John Conway invento6 el autémata celular denominado Juego de la Vida (ver
capitulo 1) popularizado por Martin Gardner. Debido a la diversidad del comportamiento
de distintas configuraciones iniciales, el Juego de la Vidalogra romper con la vieja intuicion
acerca de la aparicion de comportamiento complejo y trae consigo una enorme cantidad
de estudio e interés alrededor de los autématas celulares, misma que se traduce en investi-
gaciones fructiferas principalmente conducidas por Stephen Wolfram en la década de los 80.

Wolfram centra su atenciéon en el estudio de autématas celulares elementales con la sospe-

cha de que el mecanismo que le permite a los autématas celulares generar comportamiento
complejo a partir de configuraciones iniciales sencillas debe de ser el mismo que utiliza la
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naturaleza para generar su enorme riqueza. Asi, con el proposito de cambiar el paradigma
de la fisica -cuyos esfuerzos culminan con la publicacién de su libro A Project to Find the
Fundamental Theory of Physics en 2020-, Wolfram formula los conceptos de aleatoriedad
intrinseca y reducibilidad computacional, considerando a los autéomatas celulares como los
objetos ideales para su estudio. A raiz de dichos conceptos, diversos matematicos -como
Jarkko Kari y Mathew Cook- centran su investigaciéon en los aspectos computacionales y
algoritmicos de los autéomatas celulares, demostrando importantes teoremas como la inde-
cidibilidad del problema del Jardin del Edén de dimension mayor a 1 (ver capitulo 1) y la
universalidad de la Regla 110 (ver [18]). Wolfram resume sus esfuerzos en su prominente
obra A New Kind of Science publicada en 2002, misma que constituye, en gran medida,
la espina dorsal del presente trabajo.

Dicho lo anterior, no es dificil darse cuenta que sobran motivos y perspectivas para abordar
el tema de autématas celulares. Sin embargo, la motivacion inicial del presente trabajo -
que no necesariamente implica que sea la principal- fueron las curiosidades que observamos
en el Triangulo de Pascal desde la teoria de ntimeros (principalmente los teoremas 2.5 y
2.6) y su potencial estudio desde la teoria de los autématas celulares, apoyandonos en la
teoria desarrollada por Wolfram en torno a polinomios caracteristicos y dipolinomios de
evolucion (ver definicion 2.2). A lo largo de todo el trabajo pretendemos establecer puen-
tes entre ambas ramas de las matemaéticas, intentando responder simultaneamente a las
preguntas: ;qué nos puede decir la teoria de ntimeros acerca de los autéomatas celulares?
y .qué nos pueden decir los autématas celulares acerca de la teoria de nimeros? El capi-
tulo 2 es un bello ejemplo de cémo la teoria de ntimeros nos puede dar respuestas acerca
del comportamiento de los autéomatas celulares, mientras que el capitulo 3 muestra una
extension del concepto de autémata celular motivada fuertemente por la teoria de niimeros.

En el capitulo 1 definimos algunas nociones bésicas de autématas celulares y exhibimos
un panorama general de los teoremas méas importantes de la teoria de autéomatas celulares
desarrollada hasta la actualidad.

En el capitulo 2 presentamos el importante concepto de autémata celular aditivo y restrin-
gimos nuestra atenciéon al estudio de dos autématas celulares aditivos estelares: la Regla
60 y la Regla 90. Los estudiamos tanto desde la teoria de ntimeros como desde la teoria
de la computabilidad, para posteriormente establecer relaciones entre ambas.

En el capitulo 3 ampliamos nuestra nociéon de autémata celular mediante lo sugerido por
los polinomios caracteristicos de los autématas celulares aditivos, y con ello damos una
interpretacion, dentro del universo de los autématas celulares, del Teorema de los Ntimeros
Pentagonales de Euler.

Cabe mencionar que -en el espiritu que muestra Stephen Wolfram en A New Kind of
Science- hemos incluido los pseudocodigos que utilizamos para la elaboracion del presente
trabajo con la noble intencién y el profundo deseo de que el lector realice sus propias ex-
ploraciones computacionales del universo de los autématas celulares. Debemos advertirle
al lector que aventurarse en dicho universo trae consigo extraordinarias sorpresas, a tal

VII



grado que en varias ocaciones pensara que sus codigos estan mal escritos o que presentan
errores. Nuestra sugerencia es la siguiente: revise sus c6digos y, una vez que verifique que
no contienen errores, déjese maravillar por sus descubrimientos.

Finalmente, querido lector, espero que disfrute leer este trabajo tanto como yo disfruté
escribirlo.
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Capitulo 1

Autématas celulares

“There is no use trying,” said Alice;
“one can’t believe impossible things.”
“I dare say you haven’t had much
practice,” said the Queen.

Lewis Carroll, Alice in Wonderland

1.1. Erase una vez...

La historia de los autéomatas celulares inici6 en la década de los anos 60 con los inten-
tos de John Von Neumann y Stanislaw Ulam para crear una maquina autoreplicadora. En
el texto célebre Theory of Self-Reproducing Automata, Von Neumann estudia a los auto-
matas en la naturaleza -como el sistema nervioso humano- y explora las dificultades por
enfrentar para poder crear un autémata artificial que pueda, de alguna forma, mimetizar
el comportamiento de un autémata natural. Para la descripcion de las caracteristicas que
deberia de tener un autémata para adquirir la capacidad de autoreplicaciéon, podemos ver
la cita siguiente de Von Neumann:

The constructing automaton floats on a surface, surrounded by an unlimited
supply of parts. The constructing automaton contains in its memory a descrip-
tion of the automaton to be constructed. Operating under the direction of this
description, it picks up the parts it needs and assembles them into the desired
automaton. To do this, it must contain a device which catches and identifies
the parts that come in contact with it. |2]

El lector podré constatar que dicha descripcion en efecto es muy parecida a la de los
modelos de autéomatas celulares con los que trabajamos en la actualidad. Por esta razoén
a Von Neumann y a Ulam se les considera los padres de los autéomatas celulares, ellos
los imaginaron y conceptualizaron por primera vez, pero no fue sino hasta la década de
los anos 80 que Stephen Wolfram haria un experimento que sugeria que lo imaginado por
Von Neumann y Ulam era apenas la punta de un iceberg sobre el cual, segin Wolfram,
descansara la ciencia futura.



1.1.1. El experimento de Wolfram

Figura 1.1: Stephen Wolfram con Richard Feynman, 1984. !

En la década de los anos 80, Stephen Wolfram realizé una serie de experimentos compu-
tacionales que dieron pie a gran parte de la teoria que se ha desarrollado en torno a los
automatas celulares. Wolfram conjeturd que, si la ciencia tradicional ha sido parcialmente
exitosa en explicar una gran cantidad de fendémenos naturales, es porque dichos fenémenos
deben de seguir una serie de reglas determinadas, y ademas sencillas. A lo largo de la
historia reciente se ha supuesto que estas reglas pueden ser explicadas mediante métodos
matematicos tradicionales, mismos sobre los cudles se ha edificado una gran cantidad de
teoria cientifica -por ejemplo, la fisica y la quimica-. Sin embargo, -y ésta es una de las ideas
claves del trabajo de Wolfram- podriamos pensar que las reglas que sigue la naturaleza no
estan limitadas a relaciones matematicas clasicas, sino que forman parte de una categoria
mas general de relaciones. Pero, jcual serfa una categoria més general de relaciones que
aquella descrita por las matematicas tradicionales? Segin Wolfram, dichas relaciones se
encuentran en un universo al cual estamos cada vez mas acostumbrados, pero que hubiera
sido imposible de imaginar hace apenas unos cuantos lustros: el universo de los programas
computacionales.

Tipicamente, los programas computacionales a los que estamos acostumbrados estan
disenados para realizar tareas especificas, y por lo tanto las reglas en las que se basan
y la forma en la que se relacionan tienden a ser complicadas. Mas atn, los programas
computacionales que tipicamente programamos estan hechos para que podamos prede-
cir su comportamiento, precisamente para que tengamos control sobre dichos sistemas y
sepamos que pueden realizar las tareas para las cuéles los estamos implementando. Sin

"Wolfram, S. (2016, julio 11). My time with Richard Feynman. Wired. Consultada diciembre 7, 2022.
https://www.wired.com/2016/07 /my-time-with-richard-feynman/



embargo, Wolfram argumenta que, en principio, un programa computacional puede se-
guir esencialmente cualquier conjunto de reglas finitas, independientemente de si nosotros
podamos predecir o no su comportamiento, o de si nos seran ttiles para realizar tareas es-
pecificas presentes o planteadas anteriormente o no. Con estas ideas en la mente Wolfram
empez6 a explorar el mundo de los programas computacionales, inicié6 con aquellos que
siguen las reglas més sencillas imaginables -el estado de una celda cambiara en funcion de
los estados de sus celdas vecinas- y que tienen la representacion mas sencilla imaginable
-simplemente sucesiones finitas de 1’s y 0’s- (ver seccion 1.6). Al realizar los experimentos
correspondientes se di6 cuenta de una caracteristica contraintuitva que poseen esta clase
de sistemas -a los que llama autématas celulares elementales- y que resulta ser su principal
atractivo: a pesar de ser regidos por reglas sencillas y condiciones iniciales sencillas, su
comportamiento puede ser arbitrariamente complejo.

Wolfram escribe lo siguiente:

One might have thought -as at first I certainly did- that if the rules for a program
were simple then this would mean that its behavior must also be correspondingly
simple. For our everyday experience in building things tends to give us the
intuition that creating complexity s somehow difficult, and requires rules or
plans that are themselves complex. But the pivotal discovery that I made some
eighteen years ago is that in the world of programs such intuition is not even
close to correct. [18|

Este descubrimiento es central no sélo para la teoria de autématas celulares sino para
la ciencia en general, pues pretende responder uno de los grandes misterios del universo:
,como es que existe tanta complejidad en la naturaleza? Basta entonces, segin Wolfram,
con que la naturaleza se comporte esencialmente como un conjunto de programas sencillos.

Cabe entonces preguntarnos: ;qué tan sencillas pueden ser las reglas de un sistema sin
que su comportamiento sea trivial o, al menos, muy predecible? Mientras él realizaba los
experimentos relacionados con autéomatas celulares elementales, rapidamente se encontro
con uno -al cual llamo6 Regla 30- que, al comenzar tnicamente por una celda con el valor
1, exhibia comportamiento complejo y en muchos aspectos aleatorio. Wolfram menciona
que la Regla 30 (ver figuras 1.2 y 1.3) es el descubrimiento méas importante y sorprendente
que ha hecho en su vida. [18]



le 30
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Figura 1.2: Regla 30. 2

2Weisstein, Eric W. Rule 80. From MathWorld: A  Wolfram Web
https://mathworld.wolfram.com/Rule30.html

Resource.



Figura 1.3: Regla 30. 3

No deja de ser sorprendente como un sistema determinista, con la configuracion inicial
mas sencilla imaginable, y con un conjunto de 8 reglas increiblemente sencillas, pueda
producir un patrén que, hasta la fecha, parece ser completamente aleatorio.

Wolfram nos confirma lo sefnialado en esta cita:

But where does this complexity come from? We certainly did not put it into the
system in any direct way when we set it up. For we just used a simple cellular

3Imagen tomada de [18] pp.30.



automaton rule, and just started from a simple initial condition containing a

single black cell. [...]

Qver and over again we will see the same kind of thing: that even though
the underlying rules for a system are simple, and even though the system is
started from a simple initial condition, the behavior that the system shows can
nevertheless be highly complex. And I will argue that it is the basic phenomenon
that is ultimately responsible for most of the complexity that we see in nature.
18]

Entonces, la respuesta a la pregunta planteada es que existen sistemas increiblemente
sencillos que pueden dar lugar a un comportamiento increfblemente complejo. Y més atn,
a lo largo de su obra, Wolfram argumenta que no sélo existen dichos sistemas, sino que
praticamente cualquier sistema que tenga comportamiento no trivial alcanzara a producir
comportamiento complejo [18]. Cabe mencionar que muchas de las preguntas relacionadas
con el comportamiento de la Regla 30 contintian siendo preguntas abiertas, y el propio
Wolfram ha ofrecido $30,000 USD a quien responda alguna de las siguientes preguntas:

1. ;La columna del centro siempre permanece no-perioédica?
2. jEn promedio, existe la misma cantidad de 1’s y 0’s en la columna del centro?

3. (Computar la n-ésima celda de la columna del centro requiere al menos un esfuerzo
computacional de O(n)?

Las preguntas anteriores son de relevancia central no solo para el estudio de autématas
celulares elementales, también son fundamentalmente para entender muchos de los procesos
que observamos en la naturaleza e incluso dentro de las propias teorias cientificas. La
intuicion que nos da la matematica clasica no siempre es capaz de sugerir que el tipo
de objetos que estudiaremos en este trabajo son relevantes, pero asi como en su época
el microscopio hizo posible el desarollo de la biologia moderna, asi la computadora hara
posible el desarollo de una nueva ciencia.

1.2. Formalizacion

Intuitivamente, podemos plantear que un autémata celular es un sistema dindmico dis-
creto que consiste de un conjunto de celdas que cambian de estado en funcién del estado
de sus vecinos, segin una regla de evolucion dada. Todas las celdas cambian de estado al
mismo tiempo y el proceso se repite en intervalos discretos de tiempo [7].

Una propiedad atractiva de los autéomatas celulares es que, a partir de una regla de
evolucion sencilla y una condicién inicial sencilla, se puede alcanzar un comportamiento
extremadamente complejo (de hecho, en muchos casos, tan complejo como una Maquina
de Turing). [18] A lo largo de este trabajo abreviaremos “autéomata celular” como AC.

Para formalizar esta idea, introduzcamos los siguientes conceptos:
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Definicion 1.1. Sea d € ZF. Por espacio celular d-dimensional entenderemos 7. A
los elementos de dicho espacio celular les llamaremos celdas.

A lo largo de este trabajo se considerara d = 1, de tal manera que el espacio celular
unidimensional pueda ser representado tinicamente por una cinta de celdas indexadas por

Z.

Figura 1.4: Espacio celular 1-dimensional

Definicion 1.2. Un conjunto finito de estados es un anillo conmutativo finito con
unidad, que denotaremos por S.

Comunmente trabajaremos con S = Zy 0 S = Z, con p primo.

Definicion 1.3. Sea S un conjunto finito de estados. Una configuracion de un automata
celular d-dimensional con conjunto de estados S es una funcion

c: 78— S
que le asigna un estado a cada celda. El estado de la celda n € Z2 lo denotamos por c(n).

Una configuraciéon debe de ser entendida como una descripcion de todos los estados
del autémata celular en un tiempo determinado. Es decir, una sucesion de estados que
determinan al autémata en un tiempo dado.

Definiciéon 1.4. Sea m € Z*. Una m-vecindad d-dimensional es un vector

N=n1,...,0m)

donde n; € 2% yn; # nj para toda i # j. A los elementos de una vecindad los llamaremos
vecinos. Una vez establecido m, hablaremos unicamente de la vecindad.

Definicion 1.5. Una regla de evolucion con conjunto de estados S y tamano m € Z*
es una funcion

f:9Mm =S8
que especifica el nuevo estado de una celda de acuerdo a los estados anteriores de sus
vecinos. Si los vecinos de una celda n; tienen estados si,Sa, ..., S, entonces el nuevo
estado de la celda serd f(s1,59,. .., Sm)-

Dado que usaremos la misma regla de evolucion aplicada a la vez para todas las celdas
del AC, podemos pensar en el cambio global de estados. La configuraciéon ¢ cambia a la
configuracion ¢ donde, para cada n € Z¢,

d(n) = fle(n+n1),c(n+mng), ..., c(n+ny)]



Definicion 1.6. A la transformacion ¢ — ¢ la llamaremos la funcion de transicion
global del automata celular. Dicha funcion es

G:S% st
donde S denota al conjunto de funciones de Z% en S.

Comunmente, iteraremos a la funciéon G, obteniendo una sucesion

c— Gle) = G*c) = G*(c) — ...

del sistema, donde c es la configuracion inicial del autémata. Asi, de forma usual, denota-
remos a la 6rbita de una configuraciéon ¢ como

orb(c) = ¢,G(c), G*(c), . ..

En este contexto, el tiempo se referird al namero de aplicaciones de la funcion G, de
forma tal que G'(c) es la configuracion del automata al tiempo ¢ € N.

Con las definiciones anteriores ya estamos en condiciones de dar la siguiente definicion.

Definiciéon 1.7. Un autémata celular es una tupla A = (d, S, N, f) donde d € Z*, S
denota un conjunto de estados, N € (Z4)™ denota una vecindad y f denota una funcion
de evolucion.

Denotaremos a la funciéon de trasicion global inducida por el conjunto anterior como
G[A] o simplemente G cuando sea claro quién es el automata en cuestion.

Comunmente identificamos a un autémata celular A con su funcién de transicion glo-
bal, en tanto que hablamos del autéomata celular G. Sin embargo, estrictamente, la misma
funcion G puede ser inducida por dos autématas (tuplas) distintos. Decimos que dos au-
tomatas A y B son iguales si G[A] = G[B].

Ejemplo 1.1. Sea d = 1,5 = Zy, N = (—1,0,1), f : Z3 — Zy dada por

flzyy,2)=z+y+=z (mad 2).

Podemos pensar al espacio celular como una linea de celdas, indexadas por Z. Cada
celda cambia de estado sumando los estados de sus vecinos y de si misma modulo 2. En la
numeracion de Wolfram este autéomata corresponde a la Regla 150.

Consideremos la configuracion inicial ¢y donde co(0) =1 y ¢o(i) = 0 para toda i # 0.
Luego, ¢1 = G(cp) es tal que c1(—1) = ¢1(0) = ¢1(1) = 1. Procediendo de forma andloga,
obtenemos co = G(c1),c3 = G(ca), ...

Podemos representar cada configuracion de forma horizontal, siendo la configuracion
inicial co el primer renglon. Después anadimos cada configuracion sucesiva debajo de la
anterior. Asi, podemos obtener una representacion visual de las iteraciones de la funcion
G (ver figuras 1.5y 1.6).



Figura 1.5: Representacion de G"(¢g) para n = 0,1, 2.

Figura 1.7: Representacion de G"(co) para n = 0,1,...,500. y ¢o(i) = X con X una
variable aleatoria Bernoulli con p = 1/2 para toda i = 1,...500.



Ejemplo 1.2. Sead = 2,5 = Z, N = ((—1,-1), (0, 1), (1,-1), (=1,0), (0, 1), (—1,1), (0, 1), (1,1)),

[ Z5 — Zy. Para definir a la funcion f, sea h : Z* — N la funcion que a cada celda le
asocia el numero de vecinos en su vecindad. Es decir,

1 1
h<a7 b) = (Z Z 5a+i,b+j) - Sa,b

i=—1j=—1

donde sy, denota el estado de la celda (k,1).
Ast, la funcion f estd dada por

1 st 2<h(a,b) <3 & s.p=1
f(x1, z9, x3, 24, (0, ), x6, T7,28) = ¢ 1 st h(a,b) =3 & 5,5=0

0 €.0.cC

Podemos pensar al espacio celular como una reticula de celdas indexadas por 7Z2. La
funcion f anteriormente definida puede ser interpretada de la siguiente manera:

» Toda celda viva con dos o tres vecinos vivos permanece viva.
n Toda celda muerta con tres vecinos vivos se convierte en una celda viva.

» En el resto de los casos, las celdas mueren (o permanecen muertas).

El automata anterior, ideado por John Conway (1937-2020) es conocido como “El Jue-
go de la Vida”. Es uno de los automatas que tiene la propiedad de ser Turing Universal
[18]. A continuacion se muestran algunas de las configuraciones -junto con sus respectivas
evoluciones- que puede alcanzar dicho automata.
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Figura 1.8: Configuracién periodica.

Figura 1.9: Configuracién conocida como Glider. G*(cg)
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Una primera caracteristica de los automatas celulares es el hecho de que la funcién
de transicion global se aplique uniformemente en el espacio. Con base en la exposicion
desarrollada en [7] por el Dr. Jarkko Kari, encapsulamos la idea anterior en el siguiente

resultado
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Teorema 1.1. Sea G una funcion de transicion global arbitraria y T una traslacion. En-
tonces G y T conmutan, i.e., GoT =710G.

SZd G SZd
SZd G SZd

Demostracion. Sean T la traslacion determinada por r € Z¢, G la funcién de transicion glo-
bal del autémata A = (d, S, N, f), donde N = (ny,...,ny,), c € SZ v n € 74 arbitrarios.
Entonces

7(G(c))(n) = G(c)n+7r) = fle(n+r+mn1),...,c(n+1+ny,)]
= flr(@)(n+m),...,7(c)(n +nw)] = G(7(c))(n).

Luego, 7(G(c)) = G(7(c)) de forma que GoT =710, O

Observacion 1.1. El hecho de que G conmute con traslaciones significa que la aplicacion
de la regla de evolucion es la misma para todas las celdas.

El teorema anterior motiva la siguiente definicion:
o o, ., d .. .
Definicion 1.8. Una configuracion ¢ € S%° es r-periddica si
c(n) =c(n+r) VneZ
es decir, ¢ es invariante bajo una r-traslacion.

Nuestro objetivo es estudiar las configuraciones que pueden o no ser alcanzadas por un

~ . . . d
autémata celular dado. Para esto, necesitamos dotar al espacio de configuraciones S%° de
una métrica. Lo haremos como lo sugiere el autor en [16].

Intuitivamente queremos que dos configuraciones que toman valores parecidos estén
cerca, y dos configuraciones que difieran mucho en sus valores estén lejos. Siendo mas pre-
cisos, una vez escogida arbitrariamente una celda que indexaremos con el 074, queremos
que dos configuraciones estén cerca si sus valores alrededor de la celda 0z« coinciden y, en
otro caso, queremos que estén lejos.

Procedemos a dar la siguiente definiciéon y un teorema.

o e, d . . . .
Definicién 1.9. Sean c1, ¢, € SE° dos configuraciones de un autémata celular d-dimensional.
La distancia entre ¢, y co estda dada por

B 0 para c; = C
d(ClacQ) - {2—mz’n{||ac|oo|c(:v)7éd(:v)} para ¢ 7§ e (11)
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donde v € Z% y

(21, - s 2a)llse = maz{|2a], . ., [zal }
Teorema 1.2. La funcion d definida en 1.1 es una métrica.

Demostracion. Las primeras dos propiedades de métrica son claras a partir de la defini-
cion. Basta entonces con probar la desigualdad del triangulo.

Basta con ver que d(c,b) < max{d(c,e),d(b,e)}, pues max {d(c,e),d(b,e)} < d(c,e)+
d(b,e).

Para hacer mas clara la demostracion usaremos la siguiente notacion:

B = {]Jx]leo - b(x) # e(2)}
C = {2l = c(x) # e(x)}

d . . .
Sean ¢, b,e € S%° configuraciones distintas por pares.

Notemos que para toda x € Z< tal que c(x) # b(x) se tiene que c(z) # e(z) o bien
b(x) # e(x) (pues si suponemos que ¢(z) = e(z) y b(z) = e(x) deducimos que ¢(x) = b(z)).

Asi

{reZ: c(x) #b(x)} C{r € Z: c(x) # e(x)} U{x € Z?: b(x) # e(x)}

y por lo tanto

{llzlloo - c(z) # b(x)} CCUB

Luego
min{ ||zl : ¢(x) # b(x)} > min(C' U B)
y como min(C'U B) = min{min C, min B} entonces
min{||z||o : ¢(z) # b(x)} > min{minC, minB}

de forma que min{||z|l« : ¢(z) # b(z)} > minC o bien min{||z|| : ¢(x) # b(z)} >
minB. Asid(c,b) < d(c,e) obiend(c,b) < d(b,e)y porlo tanto d(c,b) <max{d(c,e),d(b,e)}.

[
Observacion 1.2. Para el caso 74 = 7 tenemos que ||7||oo = || de forma que 1.1 se
simplifica como
0 para c¢=d
d(C7 d) - {2—mz’n{|zc(m)¢d(m)} para ¢ 7£ d (12)
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Ejemplo 1.3. Las siguientes configuraciones c,d son tales que d(c,d) = 272 ya que la
primera celda en la que sus valores difieren es la celda 2, es decir, min{|z| : c(x) #

d(z)} = 2.

Figura 1.11: Distancia entre dos configuraciones

Teorema 1.3. Una sucesion de configuraciones (cx)ren converge a ¢ € SZ g y solo si
para toda x € Z¢ existe k € N tal que c;(z) = c(x) para toda i > k.

Demostracion. Supongamos primero que para toda z € Z¢ existe k € N tal que ¢;(z) =
¢(x) para toda i > k, y sea € > 0. Por el principio arquimedeano existe una N € N* tal
que 55 < e. Consideremos el conjunto X := {z : ||z|l < N + 1} y su correspondiente
conjunto de indices {k : 3z € X, ¢;(x) > c¢(x) Vi > k}. Dicho conjunto es finito, por lo
que definimos k := méx{k : 3z € X, ¢;(z) > c(z) Vi > k}.

~ Asi, por eleccion de k, se tiene que Va € Z¢ tal que [2]]e < N+1  ci(x) =c(x) Vi
k, de forma que min{[|z||o : ¢;(x) # c(x)} > N Vi>k yasid(c,c)<sn <e

Conversamente, supongamos que (¢x)geny — C.

Consideramos la N tal que Vi > N se tiene que ||z|| < min{||z||w : ci(x) # c(x)}. Di-
cha N existe pues por hipotesis para toda € > 0 existe una N, tal que Vi > N, logg(%) <
min{ ||z« : ¢;(x) # ¢(x)}. Por eleccion de N se cumple que ¢;(z) = c¢(z) Vi > N. O

Observacion 1.3. El teorema anterior nos dice que si nos fijamos en el recorrido de una
celda a través de la sucesion convergente ci,cs, ..., a partir de algun momento siempre
veremos el mismo estado en esa celda. En términos grdficos, a partir de algin momento
siempre la veremos del mismo color.

.. L. . d L.
Observacién 1.4. Los limites de sucesiones convergentes en SZ° son tinicos.

Demostracion. Sabemos que todo espacio métrico es de Hausdorff [14], por lo que los
limites de sucesiones convergentes son tinicos. O]

Una enorme ventaja de dotar al espacio de configuraciones con la topologia anterior
es que todas las funciones de transiciéon global G de un autémata celular resultan ser
funciones continuas. Replicaremos la demostracion presentada en [7].

Teorema 1.4. Sea G : SZ' — SZ' |q funcion de transicion global del automata A =
(d,S,Nf). Entonces G es continua.
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Demostracion. Probaremos que para cualquier sucesion convergente de configuraciones

1, Co, . .. tales que lim,_,oc, = ¢ se cumple que la sucesion G(c;),G(cz),... converge a
G(c).

Sea G la funcion de transicion global del autéomata A = (d,S,Nf) donde N =
(n1,...,nm) y sean € Z%. Dado que limy_,oocx = ¢, para cada j = 1,...,m existe k; € Z"
tal que

ci(n+n;)=cln+n;) Vi>k

Sea k = max{ky,...,kn,}. Entonces, para toda i > k se tiene que

G(c;)(n) = flei(n+nq), ..., ci(n+ ny)]
= fle(n+mnq),...,c(n+ny)]
— G(e)n)

Asi, dado que n € Z% fue arbitrario, se tiene que G(cy), G(cz), ... converge a G(c).
0

Observacion 1.5. Por [1]] sabemos que

Una sucesion (z,,) de puntos del espacio producto Il,e X, converge a x si y sélo si
Tal(Ty) converge a o () para cada o € J.

. . . d
Dado que el teorema 1.3 prueba que la convergencia en el espacio de funciones S%° es
la convergencia puntual, nos sugiere ver a dicho espacio como un espacio producto.

Teorema 1.5. Consideremos el espacio de configuraciones S = {0, 1}2" y sea ({0,1},7) un
espacio topoldgico, donde T = P({0,1}) es la topologia discreta. Consideremos el espacio
producto

[T{0,1} := {0, 13*

i€z
con la topologia producto T,. Entonces T, coincide con la topologia inducida por la métrica
1.1 cuando S = Zs,.

Demostracion. Dado que los conjuntos [];.,4{0,1} y {0, 1}%" son numerables, entonces
({0, 1}Zd, d) = ([L;cz410, 1}, d) [14]. Ahora bien, el espacio (]];c;410,1},7) con la topolo-
gia producto es un espacio metrizable, pues es producto numerable de metrizables (teorema
de Nagata-Smirnov). Mas aun, la métrica que induce la topologia producto esta dada por

o0

d(a:, y) _ Z 9—i dz(xza yz)

—~ 1+di(zi,y)

donde d;(x;,y;) es la métrica discreta. Luego, d(z,y) también es la métrica discreta. Asi,
por el teorema 1.3 los espacios (J];c;410,1},d) v (I];c4410,1}, d(x,y)) son dos espacios
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métricos con las mismas sucesiones convergentes, por lo que su topologia es la misma, en
particular (J],.,.{0,1},d) = (I];c2410,1}, 7). Concluimos entonces que ({0,1}%" d) =~

(Hiezd{(J» 1}’T7r>' L

El teorema anterior también es cierto para S%* arbitrario pero finito (ver [16]). La
prueba anterior, para el caso de S = {0, 1}Zd, es relevante porque son los autématas con
los que estaremos trabajando.

Daremos ahora una base para la topologia 7, que nos seré 1til mas adelante. Sabemos
que los basicos de 7, son los subconjuntos de S% de la forma

[

1€ZL
tales que

1. B; € 7 para toda i € Z¢

2. B; = S para toda i € Z% salvo para un nimero finito de ellas. [14]

Sea ¢ € 5% y D C Z¢ un conjunto finito. Definimo entonces el cilindro como

Cil(c, D) = {e € ™| e(z) =c(z) Vx e D}

Notemos que el cilindro determinado por ¢y D es el conjunto de configuraciones que
coinciden con ¢ dentro del dominio D.

Por lo dicho anteriormente, el conjunto de cilindros es una base para la topologia 7.

. d . d
De ahora en adelante denotaremos al espacio (SZ°,7,) simplemente como SZ°, sal-
vo cuando sea relevante destacar la topologia. Los siguientes lemas nos serén ttiles mas
adelante.

Lema 1.1. Sean (X, 7x), (Y, 7y) espacios topoldgicos, f : X — Y una funcion y S una
subbase de la topologia Ty. Entonces f es continua si y sdlo si f~1(S;) € 7x para todo

S; € S.

Demostracion. Si f es continua, dado que cada S; € Ty entonces f~1(S;) € Tx.

Conversamente, dado U € 7x, como S es subbase entonces U = U,c; NI, S; para
algunos S; de forma que [~ (U) = f~1(Ujes NPy S;) = Ujes Ny f71(S;). Dado que por
hipotesis f~1(S;) € Tx entonces f es continua. ]

Lema 1.2. Sean (X, 7x) un espacio topolgico y Y,Z conjuntos. Si existe una funcion
f:Y — Z entonces existe una funcion f* : (X?,7.) — (XY, 7:) continua dada por

f(2)=20f.
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Demostracion. Veamos que f*: (X% 1,) — (XY, 7,) dada por

[fB)y=z20f

es continua. Por el lema 1.1 basta con ver que la preimagen de subbésicos es abierta.

Sea S; subbasico de 7x en XY Por definicién de topologia producto, S; = H;l(Ui) don-
de TI,, denota a la proyeccion y-ésima y U; € 7x. Asi, (f*)~H(IL, ' (U;)) = (I, o f*)"1(U5).

Veamos ahora que II, o f* = II(,).

XZLXY
Hm jny
X

Sea 2 € X? una funcién de Z en X. Entonces por definicién de proyeccion 11 ) (2) =

2fw) = (2o fly.

Por otro lado, por definicion de f*, II, o f*(2) = I, (20 f) y por definicién de proyeccion
Iy (20 f) = (2o f)(y).

Asi, IT, o f* = I, de forma que (I, o f*)~1(U;) = H]?(ly)(Ui) es un abierto pues es
la preimagen de un aberto bajo una proyecciéon con la topologia producto. Luego f* es

continua. O

Lema 1.3. Sean X,Y,Z conjuntos. Si existe una funcion f:Y — Z biyectiva entonces
existe una funcion f*: X% — XY biyectiva dada por f*(2) = 2o f y tal que (f*)™* =
(f="

Demostracion. f*: X% —s XY dada por f*(2) = 2o f. Veamos que (f*)~!': XY — X7
dada por (f*)"1(§) =g o f! es su inversa.

(f) o frB)=(f)"(Eof)=2ofof =2

Asi, f*y (f*)~! son inversas.

Ademaés, notemos que (f~1)*(9) = go f~! = (f*)7}(y), de tal manera que (f~')* =
(f-"
]

Corolario 1.1. Sean VW conjuntos. Sea una funcion g : V. — W biyectiva, entonces
existe una funcion g* : (XW,7,) =2 (XY, 7:) que es un homeomorfismo.
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Demostracion. Como g : V — W es biyectiva entonces, por 1.2 g* es continua, y por 1.3
g* es biyectiva y su inversa es (¢g~1)*.

Dado que g7! : V <— W es biyectiva, entonces por 1.2 (¢71)* es continua, y por 1.3
(g71)* es biyectiva.

*

g
W—>yV
X" X
(g=hH*
Asi, g* : XW — XV es continua y biyectiva con inversa continua, de forma que es

homeomorfismo i.e. XW =~ XV
]

Teorema 1.6.
1. El espacio {0,1}2" es un espacio de Cantor.

2. El espacio {0, I}Zd es compacto, completo, totalmente acotado, perfecto y totalmente
disconexo.

Demostracion. 1. Veamos que ({0,1}Y,7,) = (C, ) donde C' C R es el conjunto de
Cantor clasico. Sea h : ({0,1}N,7;) — (C, &) dada por

oo
2a,,

h((ai)ien) = Z T

n=0

Por la unicidad de la representacion en base 3 de cualquier nimero h es inyectiva.
Dado que el conjunto de Cantor son los elementos del intervalo [0, 1] tales que no
tienen al 1 en su representacion ternaria, entonces h es biyectiva.

Veamos ahora que h es continua. Por el lema 1.1, basta con ver que las preiméagenes
de los subbésicos son abiertos. Asi, sea B/, (x)NC € Tp p.a.n € Z*,x € C, entonces
h Y (Bijn(z)NC) = {(ai)ien s a; = xVi=1,...,n+ 1} € 7.

Veamos ahora que h™! es continua. Sea U € 7, un abierto, de forma que U = {(q;) :

i € I esta fijo para un nimero finito de indices}. Para cada i, sea {i1,...,4,} C {0,1}"

el conjunto de indices fijos en a;. Entonces (h™")""(U) = Uses(N7_; B_1 (a;))® € Tr.
3%

Asi, ({0, 13N, 1) = (C, 7). Dado que |N| = |Z¢| entonces, por el lema 1.3, [{0, 1}1Y| =
1{0,1}%|. Luego, por el corolario 1.1, se tiene que ({0,1}N,7,) = ({0,1}%°,7,), v
dado que ({0,1}N,7,) = (C, ) entonces ({0,1}%*, 7,) = (C, ), lo cual demuestra
el resultado.

2. Dado que ({0, 1}Zd,7'7r) >~ (C,1g) y C es compacto, completo, totalmente acotado,
perfecto y totalmente disconexo, entonces {0, l}Zd también lo es.
[
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Observacion 1.6. Dado que el teorema 1.5 es cierto para SZ con S arbitrario (finito),
todos los corolarios anteriores pueden ser generalizados a S%° (ver [16]).

Por el teorema 1.4 sabemos que la funcién de transicion global G es continua, y la
observacion anterior junto con el teorema 1.6 nos aseguran que SZ% s compacto para todo
conjunto finito de estados S. Esto motiva la siguiente

Definicion 1.10. Sea X un conjunto compacto y F : X — X wuna funcion continua.
Entonces el par (X, F) es un sistema dindmico.

Observacion 1.7. El par (S%*,G) es un sistema dindmico.

1.4. Jardines del Edén

Para conocer las capacidades y los limites de un autémata celular, nos interesa estudiar
las configuraciones que puede o no puede alcanzar. Como veremos mas adelante, a las
configuraciones que no se alcanzan las llamaremos Jardines del Edén. Procederemos a
exponer los conceptos como en [16].

Definicion 1.11. Un automata celular es inyectivo, sobreyectivo o biyectivo si su
funcion de transicion global G es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva respectivamente.

Tenemos que asegurarnos que la inversa de una funciéon de transicion global G no
sOlo existe, sino que corresponde a la funciéon de transiciéon global de algin autéomata
celular. Para esto necesitamos una caracterizacion de las funciones de transicion global de
automatas celulares, como la dada en el teorema que sigue de Curtis-Hedlund-Lyndon.

Teorema 1.7. (Hedlund 1969) Una funcion G : S%° —s S%° es la funcion de transicion
global de algin automata celular si y solo si G es continua y conmuta con traslaciones.

Demostracion. La demostracion puede consultarse en [6]. O]

Corolario 1.2. (Hedlund 1969) La funcion de transicion global G de un autdmata celular
es reversible si y solo si es biyectiva.

Demostracion. Sea G la funcion de transicion global de un autémata celular A = (d, S, N, f).
Por definicion, si G es reversible entonces es biyectiva. Conversamente, si G es biyectiva,
dado que 52 es compacto y G es continua (1.4, 1.6) entonces G! es continua. Dado que
G conmuta con traslaciones (1.7) entonces:

TOG’l:(G’loG)OTOG”l:G’10(Go7')oG’1
=G lo(70G) oG =G oT0(GoG™)
=G lor

Por el teorema 1.7 se tiene que G~ es la funcién de transicién global de un autémata
celular. O
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1.4.1. El teorema del balance

Definicién 1.12. Sea A = (d, S, N, f) un automata celular. Una configuracion ¢ es un
Jardin del Edén si no tiene preimdgenes, es decir si G™1(c) = 0.

Observacion 1.8. Un automata celular A = (d, S, N, f) tiene un Jardin del Edén si y
solo st A no es sobreyectivo.

Nuestro objetivo es estudiar las condiciones bajo las cudles se dan Jardines del Edén.
Un primer teorema afirma que un desbalance en la regla de evolucién de un autémata
celular implica la existencia de Jardines del Edén. Veamos un ejemplo procediendo como
en [16]

Ejemplo 1.4. Consideremos el automata celular 126 dado por

0 a1 =0a;=a;

f(ai—hai;ai-H) = {

1 e.o.c

Figura 1.12: Reglal26

Notemos que de las ocho posibles combinaciones con tres vecindades, dos de ellas van
a dar al O y seis de ellas van a dar al 1. Veamos como este desbalance implica la existencia
de Jardines del Edén.

Sea k € Zt y sea ¢ € {0,1}2 una configuracion tal que

¢(3) =¢(6) =---=c(3k) =0
o xxox xxox x| s x x x|x x x
b oo
*oQ o® ok Qg o* %o k.. x g % % g ®

Figura 1.13: La configuraciéon ¢ debajo de su preimagen.*

4Imagen tomada de [16] pp.10.
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El total de opciones para los estados faltantes (marcados con un asterisco en la imagen)
es 228 = 4%, Dado que |f~1(0)| = 2, entonces el total de preimdgenes e (marcado con “X”
en la imagen) tales que f(e(3k —1),e(3k),e(3k +1)) =0 es 2*. Como claramente 2% < 4*
se tiene que no todas las elecciones de c tienen una preimagen bajo la Regla 126, es decir
que no es sobreyectiva.
Ast, cualquier configuracion que contenga a un patrén que no tenga preimagen serd un
Jardin del Edén, por lo que existen Jardines del Edén en la Regla 126.

El ejemplo anterior muestra también que basta con encontrar un arreglo finito de cel-
das sin preimagen bajo GG para que exista un Jardin del Edén. Introduzcamos entonces el
concepto de patréon, seguido del de huérfano.

Definiciéon 1.13. Un patron

p=(D,g)

es una configuracion parcial donde D C Z%¢ y g : D — S es una funcion que a cada
elemento de D le asigna un estado.

Observacion 1.9. Todo cilindro Cil(c,D) = {c € S¥ : ¢(z) = g(x) Yz € D} estd
determinado por un patron finito p = (D, g).

Podemos pensar a los patrones como un conjunto finito de bloques de celdas de una
configuracion.

Definicién 1.14. Sea A = (d, S, N, f) un autémata celular con N = (z1,...,x,) y D C Z¢
un conjunto finito. La vecindad del conjunto D es el conjunto

ND) ={x+x | ze€D,i=12,...,n}
de vecinos de elementos de D.
Sea D C Z% N = (z1,...,%,) un vector de vecindad y ¢ = (N (D), h) un patron. Al
aplicar la regla local f al patron ¢ obtendremos un nuevo patron p = (D, g) donde
g(x) = flh(x + x1),..., h(x + z,)]

Al mapeo ¢ — p lo denotaremos por GNP Notemos que con esta notacion la
funcion de transicion global G es GZ'—2°.

Definiciéon 1.15. Sean A = (d, S, N, f) un automata celular y G su funcion de transicion
global. Un patrén finito p = (D,g) es un huérfano si no existe un patron finito q =
(N(D),h) tal que GNP)=P(g) = p.

Observacion 1.10. Un huérfano es un patron finito que no puede aparecer en ninguna
configuracion al iterar la funcion G.

Teorema 1.8. Sean A = (d, S, N, f) un autdmata celular y G su funcion de transicion
global. Entonces A tiene un huérfano si y sélo st G no es sobreyectiva.
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Demostracion. Si existe un huérfano entonces G claramente no es sobreyectiva, pues cual-
quier configuracion que lo contenga sera inalcanzable por G. Ahora bien, supongamos que
G no es sobreyectiva. Dado que G es continua y S%° es compacto entonces G(SZd) es
7d . s 7d
compacto, y como S” es un espacio métrico entonces G(S™") es cerrado, de forma que
su complemento (el conjunto de jardines del Edén de A) es un abierto no vacio (pues
G(S™") # S%). Dado que los cilindros son una base de la topologia entonces existe un
cilindro cuyos elementos son jardines del Edén. Asi, el patron que determina a ese cilindro
es un huérfano. O

El teorema anterior nos lleva a un corolario importante.

Corolario 1.3. Sea A un automata celular. A tiene un Jardin del Edén si y sélo si A
tiene un huérfano.

Demostracion. Es consecuencia inmediata de la observacion 1.8 y el teorema 1.8. O

Ya estamos en condiciones para generalizar el ejemplo 1.4 mediante el teorema del
balance. Dicho teorema afirma que en un autémata celular sobreyectivo todos los patrones
finitos del mismo dominio deben tener el mismo nimero de preimagenes.

Teorema 1.9. (del balance)[Maruoka, Kimura 1976]
Sea A = (d, S, N, f) un autémata celular sobreyectivo, y sea D C Z% un conjunto finito.
Entonces para todo patron p = (D, g) el nimero de patrones ¢ = (N (D), h) tales que
GNP (g) —
es |S|INDI-IDI,

Demostracion. La demostracion es andloga al ejemplo 1.4 y, dado que escapa a los objetivos
del presente texto, referimos al lector a [7]. O

Para el caso de d = 1, N = (x1, 29, 23), S = {0, 1} tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Sea A = (1,{0,1}, N, f) un automata celular sobreyectivo con N =
(w1, 79, 23), y sea D = {x;} C Z%. FEntonces la regla de evolucion f debe de estar ba-
lanceada, es decir, | f~1(0)] = |f~'(1)| = 4.

Demostracion. Basta con sustituir los valores de |S| = 2, |N(D)| = 3,|D| = 1 en el teorema
anterior. []

Observacion 1.11. Notemos que la condicion de balance sobre la regla de evolucion f es
necesaria mds no suficiente para tener sobreyectividad. Por ejemplo, el autémata celular
unidimensional 233 dado por f(a,b,c) = 1 si y sélo si a+ b+ c > 2, tiene una regla
de evolucion balanceada. Sin embargo, el teorema del balance exige que esto se cumpla
para cualquier conjunto finito D, y en este caso no se cumple para patrones mds extensos.
Cualquier palabra de longitud 4 que contiene al menos un 1 es mapeada al 00, por lo que
00 tiene al menos cinco preimdgenes ({0000,1000,0100,0010,0001} C f~1(00)), pero el
teorema del balance nos dice que cada preimagen debe de tener cardinalidad 2% = 4, por lo
que tiene un huérfano.
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Segun [16], el teorema 1.9 implica que la medida uniforme de Bernoulli sobre el espacio
de configraciones es invariante bajo aplicaciones de un autéomata celular sobreyectivo. Es
decir, que si escogemos de forma aleatoria y uniforme una configuracion inicial ¢y y G es
sobreyectiva, entonces G*(cg) seran configuraciones aleatorias uniformes para toda ¢t € Z+.

1.4.2. El teorema del Jardin del Edén

Para probar el resultado estrella de esta seccion, necesitamos lo siguiente:

Definicion 1.16. Sea A un autdmata celular con regla de evolucion f. Dos patrones finitos
distintos p = (N(D), f) y ¢ = (N(D'),f) con p # q son gemelos si GNP)—D(p) =
GN(D’)—)D’ (Q)

Es decir, dos patrones son gemelos si podemos sustituir uno por el otro sin alterar la
evolucion del automata.

Definicion 1.17. Un automata celular es localmente inyectivo si y soélo si no tiene
gemelos.

Para los fines de este trabajo, presentaremos una demostracion del famoso teorema del
Jardin del Edén para autématas celulares elementales. La prueba para el caso general es
analoga, y referimos al lector a [13] y [15].

Teorema 1.10. (Jardin del Edén) [Moore y Myhill 1963]
Sea A un automata celular elemental. Entonces A tiene un Jardin del Edén si y sdlo
si A tiene gemelos.

Demostracion. Supongamos primero que A tiene un Jardin del Edén. Por el corolario 1.3
A tiene un huérfano de longitud m € Z*. Sea k € Z™* arbitrario y consideremos todas las
configuraciones cuyo soporte (celdas con estados distintos de 0) son de longitud mk — 2
(ver figura 1.14).

Figura 1.14: Configuraciones ¢ con soporte contenido en un segmento de longitud mk — 2
y sus respectivas imagenes G(c). ©

Hay exactamente configuraciones de ese tipo. Por otro lado, sabemos que
G(c) no puede ser el huérfano en cuestion, por lo que hay (2™ — 1)* distintas posibilidades

para G(c).

mk—2 _ lomk
gmk=2 — 19

SImagen tomada de [16] pp.13.
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Dado que
[ o ——— = =1 o ——
M gy~ 4 MGy

entonces para k suficientemente grande se tiene que

)= oo

1

—omk > (gm _ 1)k
4
es decir, hay mas opciones para ¢ que para G(c), lo cual implica que A no es localmente

inyectivo y por lo tanto tiene gemelos.

Conversamente, supongamos que A tiene gemelos, digamos p,q de longitud m. Sea
k € Z" arbitrario y consideremos k segmentos de longitud m. Cualquier patrén de longitud
mk — 2 que tiene una preimagen de longitud mk también tiene una preimagen de longitud
mk en donde ninguno de los k segmentos de longitud m contiene al patrén p (si esto llegara
a aparecer, lo podemos sustituir por ¢ sin alterar la evolucion del automata). Asi, para las
2mk=2 configuraciones posibles, sélo puede haber (2™ — 1)* preimagenes y dado que para
k suficientemente grande se tiene que

1

4
entonces algunas configuraciones no tienen preimagenes. Se sigue entonces que existe un
huérfano, y por el corolario 1.3, existe un Jardin del Edén. O]

El teorema anterior resulta extremadamente 1til dado que es mucho mas sencillo en-
contrar gemelos que Jardines del Edén.

Ejemplo 1.5. Sea A el automata denominado “Juego de la vida” introducido en el ejemplo
1.2. Notemos que un bloque de celdas muertas de 5 X 5 y un bloque de celdas muertas de
5 x5 con la celda del centro viva son gemelos, lo cual garantiza la existencia de Jardines
del Edén. Es interesante notar que, a pesar de que dicho automata es Turing completo, no
puede alcanzar todas las configuraciones posibles.

Corolario 1.5. Todo automata celular inyectivo es sobreyectivo.

Demostracion. Si A es inyectivo entonces (claramente) es localmente inyectivo. Por el
teorema anterior sabemos que no tiene Jardines del Edén, por lo cual es sobreyectivo. [

1.5. Consideraciones algoritmicas

Sean A = (d,S, N, f) un autémata celular unidimensional (d = 1) y G su funcién de
transicion global. En [1] se presenta el siguiente algoritmo para decidir si G es sobreyec-
tiva o no. Nuestro algoritmo construird una gréfica finita en la que cada nodo serd un
subconjunto de tuplas en S™ cuyas imagenes bajo f son las mismas. Si la grafica puede
ser construida completamente, en un sentido que definiremos mas adelante, entonces G es
sobreyectiva, en caso contrario no lo es (ver figura 1.15) .
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. Inspeccionar la tabla de f para ver si existe un simbolo en S tal que no sea la imagen
de ninguna n-tupla bajo f. En caso de no existir, A no es sobreyectivo. En caso de
existir, continuar con el algoritmo.

. Seleccionar un elemento b € S y sea el conjunto de n-tuplas aq,...,a, tales que
f(ai,...,a,) =0, el 4nico nodo en el nivel cero.

. Para cada nodo N en el nivel ¢ > 0, construimos para cada a € S, un nodo N,
en el nivel ¢ + 1 de la siguiente manera. Si aq,...,a, es un elemento del conjunto
correspondiente a N, el conjunto correspondiente a N, sera el conjunto de todas las
n-tuplas as, ..., a,,d, d € S tales que f(as,...,a,,d) = a. Una arista etiquetada con
a serd trazada del nodo N al nodo N,.

. Si para cada aq,...,a, en N no existe tal elemento d, entonces este nodo N, no se
incluye en la grafica, y asi decimos que el nodo N es terminal. Decimos también que
el simbolo a hizo a N terminal.

. Si durante la construccion de la grafica aparece el mismo nodo (asociado con el mismo
subconjunto de S™) de forma repetida en el mismo o en diferentes niveles, entonces
cada uno serd un nodo distinto de la grafica pero solamente uno de ellos, escogido
aleatoriamente, serd extendido; es decir, s6lo uno de ellos tendré aristas conectandolo
con nodos de niveles posteriores. Los nodos que no fueron extendidos se llamaran
nodos frontera.

Observacion 1.12. FEl algoritmo anterior siempre termina, pues hay un nimero finito de
subconjuntos de S™.

Antes de explicar por qué dicho algoritmo en efecto decide si G es sobreyectiva, ilus-
trémoslo con un ejemplo.

Ejemplo 1.6. Consideremos el automata celular 126 dado por

0 a1 =a; =ai1

f(ai—h a;, ai+1) = {

1 e.o.c
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Figura 1.15: Grafica construida a partir de la Regla 126. El nodo rojo es un nodo terminal,
mientras que el nodo amarillo es un nodo frontera. Esto implica que G no es sobreyectiva
y, mas ain, que el patron 010 es un huérfano.

La razon de ser del algoritmo esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.11. Sean A = (d, S, N, f) un automata celular unidimensional (d =1) y G su
funcion de transicion global. Entonces G es sobreyectiva si y solo si la grdafica construida
con el algoritmo anterior tiene un nodo terminal.

Demostracion. Supongamos que el nodo del nivel cero contienen a todos los subconjutos de
n-tuplas tales que bajo f son mapeadas a a € S, y que la grafica tiene un nodo terminal
hecho terminal por b € S. Supongamos también que la secuencia finita by, bs,..., b, de
simbolos conduce desde el nodo Ny en el nivel cero hasta el nodo terminal N, es decir,
existe una arista etiquetada con b; de Ny a Ny en el nivel 1, y otra etiquetada con by de

N1 a Ny en el nivel 2, ..., y otra etiquetada con b, del nodo N,,_; al nodo terminal N.
Por construccion de la grafica y dado que b hizo terminal a N, el patréon abibs, ..., b,, b es
un huérfano, y por el teorema 1.8 G no es sobreyectiva.

Conversamente, si G no es sobreyectiva, tiene un huérfano ab,bs, ..., b,,b. Luego, por
construccion de la grafica, siguiendo las aristas etiquetadas con by, ..., b, llegaremos a un
nodo terminal. 0

En 1990 Jarkko Kari demostré mediante una reducciéon a un problema de teselaciones,
que el problema de determinar si existe un Jardin del Edén en un autémata celular de
dimensiéon mayor que 1 es indecidible i.e. no existe un algoritmo para determinar si existe
o no un Jardin del Edén. Sin embargo, si se garantiza la existencia de un Jardin del Edén
usando el teorema 1.10, se puede usar un algoritmo de biisqueda para encontrarlo. Al lector
interesado lo referimos a [8].

1.6. Autématas celulares elementales

Como ya hemos mencionado, con la finalidad de capturar las reglas fundamentales que
rigen a los sistemas complejos, Wolfram estudié los programas maéas simples que existen:
unidimensionales, con vecindades pequenas y dos estados. A estos programas los llamé
automatas celulares elementales.
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Definicion 1.18. Un automata celular elemental es un autdmata A = (d,S, N, f)
donde d=1,S =75 y N =(—1,0,1).

Observacion 1.13. Para determinar f, basta con que especifiquemos f(x,y,z), donde
x,y,z € {0,1}. Asi, basta con especificar la imagen de 2° elementos del dominio para
determinar totalmente a f. Es comin que dicha especificacion se haga de manera pictorica:
de derecha a izquierda, se enumeran todas las posibles combinaciones de una vecindad de
3 celdas y debajo de cada una de ellas se coloca su imagen bajo f (ver figura 1.16).

Il EN E || ENliE N EiiEE LEEN Il EN Bl BNllE Jin EiiEE jinEN
| | n | n O | ] U] [ [ | [ [ | [
rule 250 rufe 90
Il EN E || BNl Jim EiiEE HEEN Il Ep Bl ENlim Jin EiiEE jinEE
[ U Il || | [ || U U [ || U [ | | ]
rule 30 rule 110

Figura 1.16: Esquematizaciéon de Wolfram. ”

Una vez que fijamos el orden en el que vamos a escoger los elementos del dominio
(de derecha a izquierda, enumerando todas las combinaciones en orden creciente en su
representacion en base 2), podemos interpretar la sucesion de imdgenes como un nimero
en base 2, y referirnos al automata con ese nimero.

)l i N ) EElE N EjEE NN
o|/ojojg | o|jojoj]g
0 0 0 0 ] 0 0 0 = 0
I Ejl B ]| ENllm |iN EjjEE |iEEE
o|lo|jojgjo|jojo|m
0 0 0 0 ] 0 0 o=
I Hil m ]| EElls Jim EjjEs |iEES
O O 0 0 Ll O u O
0 0 0 0 0 0 1 0 = 2
I Bl N ENlE lIN EiieE lIeEN
HE E E E ®E E E =
1 7 1 1 1 1 1 1 = 255

Figura 1.17: Etiquetado de Wolfram

Dicho etiquetado es conveniente ya que a partir de la descripcion de f podemos eti-
quetar al autémata con un tnico mimero entre 0 y 28, y dado un nimero en ese rango

"Compilacién de imAgenes tomadas de [18].
"Compilacién de imigenes tomadas de [18].
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podemos recuperar toda la informacion referente a la funcion f.

Al automata cuya funcion f le corresponde el nimero k lo llamaremos Regla k.

Ejemplo 1.7. Dado que 6019 = 001111005, entonces la esquematizacion de la Regla 60 es

Figura 1.18: Regla 60. 8

Podriamos preguntarnos, ;céomo se comportan las 256 reglas posibles de autématas
celulares elementales? La forma mas sencilla para responder esa pregunta es simplemente
exhibiéndolos todos. Es comin que, cuando se estudia el comportamiento de un autémata,
se escoja una condicion inicial sencilla, tipicamente un tinico cuadro encendido (con un 1)
en el centro del renglon inicial. Asi, veamos cémo se comportan los automatas celulares
elementales al ser evolucionados a partir de la condicién inicial mas sencilla posible (ver
figuras 1.19 y 1.20).

8Imagen tomada de [18].
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Figura 1.19: Primeros 127 autématas celulares elementales.

YWeisstein, Eric W. Elementary Cellular Automaton. From MathWorld: A Wolfram Web Resource.
https://mathworld.wolfram.com/ElementaryCellular Automaton.html
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Figura 1.20: Ultimos 127 autématas celulares elementales.

10

10Weisstein, Eric W. Elementary Cellular Automaton. From MathWorld: A Wolfram Web Resource.
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En su libro A New Kind of Science, Wolfram estudia muchos otros tipos de automatas
celulares -y en general de modelos de computo-, como los de mas de dos estados, autéma-
tas celulares bidimensionales, autématas celulares moviles, maquinas de Turing, sistemas
de sustitucion, sistemas de etiquetas, sistemas simboélicos, entre otros, y nota experimen-
talmente que ninguno de éstos presenta comportamiento esencialmente mas complejo que
los automatas celulares elementales [18|. Asi justifica que para estudiar complejidad emer-
gente a partir de reglas sencillas, basta con limitarse al estudio de autéomatas celulares
elementales, como lo haremos en el presente trabajo.

https://mathworld.wolfram.com/ElementaryCellular Automaton.html
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Capitulo 2

Autématas celulares aditivos

Existe un subconjunto de autématas celulares elementales que resulta particularmente
atractivo debido a la facilidad que presentan bajo el analisis algebraico. En principio, la
regla de evolucion f : S™ — S con m < 3 puede ser cualquier funcién. En esta seccion
consideraremos aquellos autématas cuya regla de evolucion f es del tipo

f(‘ra Y, Z) =0T+ oy + a2

A este tipo de automatas les llamaremos aditivos. A lo largo de esta seccion procede-
remos como en [11], y ahora iniciamos con la siguiente definicion.

Definiciéon 2.1. Sean d = 1,5 = Zy, N = (—=1,0,1) y f : Z5* — Zs con m < 3. Diremos
que el automata celular elemental A = (d, S, N, f) es aditivo si f(x,y,2) = a_1x+ ay +
ay1Z, para oy € S.

Una pregunta relevante es, jcuantos de los 2° autématas celulares con estados en S = Z,
son aditivos?

La pregunta es sencilla de responder por medio de un calculo combinatorio. Buscamos
todas las reglas de evolucion de la forma

f(z) =a 12+ aoy + a1z

con «; € Zs. Asi, podemos pensar en o; = 1 como “escogerla” y en o; = 0 como “ignorarla”.
De esta manera, la pregunta anterior se transforma en la pregunta: jde cuéntas formas
podemos escoger elementos de un conjunto de tres elementos? Simplemente la cantidad de
subconjuntos de dicho conjunto, es decir, 23.

Ahora bien, queremos investigar la forma de las reglas, de acuerdo con la clasificacién
de Wolfram de ser aditivas. Asi, sea

t+1

— t t t
a;" =010, 1+ 0pa; + 010,

la regla de evoluciéon de un autémata. Por medio de una sustitucion directa, podemos
encontrar la regla que le corrresponde a la vecindad con configuracion af_,,al,al,, de la
siguiente manera:
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t+1

» a_; =al=al,; =0setiene a; " = a_10 + ap0 + 410 = 0 de forma que

000
0

— gt —0 ot — : t+1
w a;_; =a; =0,a;,, =1 se tiene q;

=a_ 10+ ap0 + a1l = ay; de forma que
001
Q4]

t+1

» al_; =0,al=1,al; =0setiene a;" = a_10 + apl + 410 = o de forma que

010
aQ

— t__ t _ : t+1
By = 07 a; = 1, a; 1 — 1 se tiene a,;

011
agta4q

+1

= a;,, = 0 se tiene ait' = a_ 11+ ag0 + a0 = a_; de forma que

100
a1

— 0 = : t+1
= 0,a;,, = 1 se tiene q;
que

101
a_1+a4

t+1

7

— t — :
= 1,a;,, = 1 se tiene a

110
a_1+ap

t+1

%

ot gt :
" a;_ =a; =a;,; =1 setiene a
que

111
a_1tapgtati

Asi, las tnicas reglas aditivas son de la forma

111 110 101 100 011 010 001 000

a1+ o+ ayq a_1 + a_1+ ayq a_q Qg + a1 (7)) ayq 0

=a_ 10+ a9l + a1l = ag+ ayq de forma que

=a 114+ a0+ a1l = a1+ ayq de forma

=a_11+apl+ a0 =a_1+ ag de forma que

=a 1 l+ayl 4+ a1l =a_1+ ay+ ayq de forma

Sustituyendo las 23 posibles combinaciones, llegamos a que los indices de las reglas

aditivas son
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Combinacion Indice en base 2 | Indice en base 10
a1 =ay=ay; =0 00000000 0
a_1=qap=1 00111100 60
a1 =ay; =1 01011010 90
ap=ay; =1 01100110 102
a1 =aqyp=a; =1 10010110 150
a =1 10101010 170
ag =1 11001100 204
a1 =1 11110000 240

que corresponden a los autématas celulares siguientes (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Todos los autéomatas celulares elementales aditivos en orden ascendente.

Debido a que resulta imposible visualizar todo el espacio unidimensional 7Z, usualmente
se trabaja en una seccién finita de N € Z* celdas, suponiendo que el resto de las celdas
permanecen en blanco (en el estado Og). Asi lo haremos a lo largo de este trabajo.

Dado un autémata celular en un espacio finito de N celdas cuyo estado al tiempo ¢
contiene a las celdas en los estados af, . .., aly_; con a} € S, la configuracion ¢, del automata
puede ser codificada en el polinomio

N-1

Al(z) = Z alz’

=0

donde el estado de la i-ésima celda, af, sera el coeficiente de z°.

Definicién 2.2. Sea A = (d,S, N, f) un autémata celular sobre un espacio finito unidi-
mensional de N celdas. El polinomio caracteristico de A al tiempo t es

donde at € S para toda i =0,...,N — 1.

Observacion 2.1. A veces es mds comodo trabajar con polinomios generalizados que tie-
nen potencias tanto positivas como negativas de x. A dichos polinomios generalizados les
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llamaremos dipolinomios. Asi, H(x) es un dipolinomio si existe m > 0 tal que x™ H (z)
es un polinomio.

A la regla de evolucion f(a;_1,a;,a;11) = a_1a;_1 + qpa; + a41a;11 la denotaremos

() (t-1) (t-1)

simplemente por a} = a_ja;_;’ + apa;  + o010,

Definiciéon 2.3. Sea A = (d, S, N, f) un autémata celular sobre un espacio unidimensional
tal que f(a;_1,a;,a;41) = a_q1a;_1 + qpa; + as1a,41 con «; € S. El dipolinomio de
evolucion de A es el dipolinomio

T(z) = a1+ g + a7

Observacion 2.2. Notemos lo siguiente:

Sea Al(x) = Zﬁ\:)l a;x" el polinomio caracteristico de A al tiempo t, y sea T(x) =
a_17 + o + apx™t su dipolinomio de evolucion. Notemos que

N-1 N-1 N-—1
(12 4+ ap+ apz” a;z’ (11 + apa; + apqai1)x’ = flai_1,a:a;41)x"
=0 i=0 i=0
es decir,
T(z)Al(z) = AUV (z) (2.1)

de forma que para obtener la configuracion del automata al tiempo t + 1, basta con mul-
tiplicar el polinomio caracteristico al tiempo t por el dipolinomio de evolucion. Notemos
que la multiplicacion de polinomio se hace de la manera usual, donde las operaciones de
los coeficientes son las del anillo S.

Observacion 2.3. La ecuacion 2.1 nos dice que si A = (d, S, N, f) es un autdmata celular
tal que A°(z) = 1 y T(x) es su dipolinomio de evolucion, entonces para toda t € Z7,
T!(z) = A'(x). Es decir, T'(x) es la funcion generadora de los renglones de A. Ver
seccion 2.3 para una aplicacion del resultado mencionado.

Como resultado de la ecuacion 2.1 los autématas celulares aditivos presentan la propie-
dad de superposicion, es decir, la configuracion que se alcanza al tiempo t a partir de la
condicion inicial A%(x) + B%(x) es A'(x) + B(z), donde A’(z) y B!(x) son las evoluciones
(por separado) de A°(x) y B%(x) respectivamente. Por esta razon, a los autématas celula-
res aditivos también se les conoce como autématas celulares lineales. Formalizemos lo
anterior en el siguiente teorema.

Teorema 2.1. Sea A°(x) + B°(x) el polinomio caracteristico de un autémata celular A al
tiempo 0, y sean A'(x), B'(z) los polinomios caracteristicos al tiempo t de A al evolucionar
a partir de A°(x) y B(x) respectivamente y de forma independiente. Entonces

f1(A%z) + B%(x)) = A'(x) + B'(x)
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Demostracion. Por la ecuacion 2.1 sabemos que f!(A%(z)+B%(x)) = (A%(x)+ B%(z))T ()
donde T*(z) es el dipolinomio de evoluciéon de A. Luego,

(A%(2) + B°(2))T"(z) = A"(2)T'(2) + B°(2)T"(2) = A'(z) + B'(x)
lo cual completa la prueba. O

Observacion 2.4. Dado que cualquier configuracion inicial puede ser expresada como
suma de configuraciones iniciales "bdsicas", digamos A(x) = 27 consistentes de una tinica
celda en el estado 1g, el principio de superposicion implica que cualquier evolucion puede
ser obtenida como suma de las evoluciones a partir de configuraciones bdsicas A(x). [11]
Esto simplifica significativamente el cdlculo de la evolucion de un automata celular aditivo.

Dentro de las propiedades extraordinarias que presentan los autématas celulares adi-
tivos destaca la de alcanzar cualquier configuraciéon posible. Esto lo formalizamos en el
siguiente

Teorema 2.2. 'Sea A un autémata celular aditivo no trivial. Entonces A no tiene Jardines

del Edén.

Demostracion. Sean A un autémata celular aditivo no trivial, f su regla de evolucion y G
su funcion de transicion global. En virtud del teorema del Jardin del Edén (1.10), basta con
probar que A no tiene gemelos. Supongamos entonces que p = (N(D), f),q = (N(D"), f)
son dos patrones gemelos de longitud m y veamos que p = ¢. Sea A(x;) la configuracion
c(i) = 1,¢(j) = 0 para toda j # i. Podemos descomponer a GYP)—P(g) como suma de
evoluciones de bésicos, es decir

GNPI=P(g) = > G(A(x)
i:q(i)=1

y analogamente

GNP () = Y G(A(x))):

Jp(d)=1

Dado que GNP)—=D(¢) = GNP)—P(p) entonces

Y GA@) = > G(A(x)

irq(i)=1 (=1

de forma que, dado que A es no trivial, {i : ¢(i) =1} = {j : p(j) = 1} y asi p = ¢. Luego,
A no tiene Jardines del Edén. m

! Argumentos similares a los expuestos en este teorema pueden consultarse en [7], pero esta prueba es
original del autor.
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El teorema anterior implica que los autématas celulares aditivos no triviales siempre
son sobreyectivos, y por lo tanto la medida uniforme de Bernoulli sobre el espacio de
configuraciones es invariante bajo aplicaciones de un autémata celular lineal. Esto podria
ser usado para generar sucesiones pseudoaleatorias de ntimeros, simplemente iterando la
funcion de transicion global de un autémata celular a partir de una configuracién inicial
aleatoria (ver figura 2.2).
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Figura 2.2: Evolucion de los autématas celulares aditivos 60, 90, 102, 150, 170, 204, 240 (en
orden lexicografico) a partir de una configuracion inicial aleatoria. La aleatoriedad se man-
tiene durante la evolucién de cada autémata.
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2.1. Reducibilidad computacional

Una pregunta fundamental para el estudio de los autématas celulares es: ;existira una
forma mas eficiente de calcular el renglon ¢-ésimo de un autémata celular, sin tener que
simular todo el automata? O bien, jexistird una forma de calcular G* sin tener que calcular
G, G2, ..., G117 ;Existira algtin otro proceso de computo que, a pesar de ser recursivo,
sea més eficiente que el simulador de autématas? Amén de que habria que especificar a
lo que nos referimos con “eficiente”, podemos pensar, en principio, en la idea intuitiva de
que un algoritmo o proceso de computo es mas eficiente que otro siempre que implique
una cantidad menor de “esfuerzo computacional” -es decir de pasos- para obtener el mismo
resultado.

Esta pregunta -o mas bien preguntas, como veremos més adelante- es central para el
estudio de sistemas computacionales, ya que no solo ataca un problema de optimizacion,
sino principalmente de reducibilidad computacional. En [18|, Stephen Wolfram plantea
que una féormula matemética -y, de hecho, cualquier proceso cognitivo- puede ser pensada
como una computacion -o bien un célculo-, y podemos medir la cantidad de operaciones
que nos lleva evaluar una férmula para obtener un resultado. De la misma manera, pode-
mos analizar un algoritmo para saber en cuantas operaciones logramos obtener la salida
deseada. Entonces, si existiera una forma de calcular el rengléon t-ésimo de un autéma-
ta celular sin tener que calcular sucesivamente los renglones anteriores, ya sea mediante
alguna formula o algiin algoritmo més eficiente, ésta seria computacionalmente redu-
cible, en tanto que podemos llevar a cabo un proceso de cémputo méas eficiente para
obtener el mismo resultado. En concreto, Wolfram [18] plantea que un autémata celular
es computacionalmente irreducible si, para conocer el estado t-ésimo del sistema, no existe
un proceso computacional alterno a evolucionar el sistema segiin la funcién de evoluciéon
f. Luego, un autémata celular es reducible si no es irreducible.

Tenemos ante nosotros dos preguntas que en principio parecen ser la misma pero que
vale la pena distinguir [3]:

1. ;Existe algtn sistema computacional que compute el t-ésimo renglon de un autémata
celular dado mas rapido que simplemente simular el autémata?

2. (Existe algiin sistema computacional que compute el t-ésimo rengléon de un autémata
celular dado sin necesidad de computar los t — 1 renglones anteriores?

Para poder abordarlas podemos comparar el orden de crecimiento de distintas funcio-
nes. Asi, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.4.

Dada una funcion g(n), denotaremos por

O(g(n)) :={f(n) : Je1,c2 € RT,ng € Dom(g) = Dom(f) : Yn > ny,
0 <eg(n) < f(n) < cag(n)}
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O(g(n)) :={f(n) : 3¢ € R",ng € Dom(g) = Dom(f) : Yn > ny,
0< f(n) < cg(n)}

o(g(n)) :={f(n) : Ve € R*,Ing € Dom(g) = Dom(f) NRT : Vn > ny,
0<f(n) <cg(n)}

Qg(n)) :=={f(n) : Ic € R, nyg € Dom(g) = Dom(f) : Vn > no,
0 <cg(n) < f(n)}

w(g(n)) :={f(n): Ve € RT,Ing € Dom(g) = Dom(f) NR* : Vn > ny,
0 <cg(n) < f(n)}

Observacién 2.5.

= Dado que los conceptos anteriores son conjuntos, formalmente tendriamos que escri-
bir, por ejemplo, f € O(g(n)). Sin embargo, optaremos por la notacion f = O(g(n))
ya que presenta algunas ventajas.

» Si f(n) = o(g(n)) entonces limnﬁm% = 0. Es decir, o denota una cota superior
“relajada” o “distante” de g.
» Andlogamente, si f(n) = w(g(n)) entonces limnﬁm% = 0. Es decir, w denota una

cota inferior “relajada” o “distante” de g.

= f(n) = w(g(n)) si y sdlo si g(n) = o f(n)).

Veamos entonces, como una primera aproximacion a las preguntas que hemos plantea-
do, al niimero de operaciones necesarias para calcular el ¢-ésimo rengléon de un autémata
celular elemental por medio de su simulacion.

Supongamos que ¢, es una cadena de longitud [. Para calcular G'(cy), necesitaremos
aplicarle la regla de evolucion f a [ celdas, y obtendremos [ + 2 nuevas celdas. Analo-
gamente, para calcular G*(cg) a partir de G*(cp), necesitaremos [ + 2 pasos y obtendre-
mos [ + 4 celdas, y asi sucesivamente. Para calcular recursivamente G*(cg) son necesarios
ST+ 2i) = t2 4 tl — | — n pasos, donde 2 4+t — | —n = O(t?) [3)].

Notemos que esto no significa que para cualquier autémata celular elemental se nece-
sitan O(t2) pasos para computar el t-ésimo renglon, sino que ese es el nimero maximo
de pasos que se requieren para simular sus primeros ¢ renglones. No es dificil convencerse
de que podemos obtener el t-ésimo renglon del autémata elemental 0 (y de varios otros
automatas elementales con comportamiento trivial) en tiempo O(1).

Cabe recalcar otra sutil diferencia: una cosa es simular un autémata celular por t pasos
y otra es calcular su t-ésimo renglon. Simular un autémata celular es exactamente lo mismo
que calcular su t-ésimo renglon aplicando GG de forma recursiva, mientras que calcular el
t-ésimo rengléon de un autémata no necesariamente exige un método recursivo. Por ejem-
plo, simular el autémata celular elemental con Regla 0 por ¢ pasos requeriria O(t) pasos,
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mientras que obtener su t-ésimo renglon tnicamente requiere O(1) pasos, pues basta con
algo del estilo “print(0)”.

Para poder abordar formalmente las preguntas planteadas, necesitamos hacer evidente
el modelo de computo en el que vamos a trabajar. Es decir, tenemos que hacer evidente
qué es lo que nuestra computadora -tedrica- puede o no hacer y en cuénto tiempo lo logra.
En este caso, seran las Mdquinas de Acceso Aleatorio (RAM) [17].

Definicion 2.5. (Mdquina de Acceso Aleatorio)

Una Mdquina de Acceso Aleatorio (RAM, por sus siglas en inglés) es un modelo de
computo en el que la computadora consta de una memoria y una unidad de procesamiento
tales que:

Memoria:

s Fs una sucesion infinita de celdas numeradas en las que podemos guardar una can-
tidad arbitraria (pero finita) de bits.

Unidad de procesamiento:

» Tiene un numero finito de registros (celdas) en las que podemos realizar las siguientes
operaciones en los tiempos indicados:

e Escribir un numero finito de bits en algun registro o copiar la informacion de
un registro a otro en tiempo O(1).

e Tomar los enteros a,b escritos en dos registros y realizar a+b,a —b,axb y a/b
en tiempo O(1).

e Tomar los enteros a,b escritos en dos registros, compararlos con a < b,a > b o
a =b y saber cudl de ellas es verdadera en tiempo O(1).

e Tomar una direccion D contenida en algiun registro, leer el contenido de la celda
D de la memoria y escribirlo en otro registro, o bien, escribir el contenido de
otro registro en la celda con indice D de la memoria, todo lo anterior en tiempo

0(1).

Al registro en la posicién i-ésima lo denotaremos por r;.

Dicho lo anterior, el algoritmo para simular un autémata celular elemental por medio
de iteraciones sucesivas de G*(cg) en el modelo RAM serfa el siguiente:
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Algoritmo 1: Calcular G*(co)

Datos: f:{0,1}" — {0,1}
Entrada: ¢; :=1
Salida: G*(cy)

To < Co
forie {0,...,t —1} do
1. Leer r;

2. Computar G(r;) i.e. f(x) para cada bit de z € r;

3. Tig1 < G(?"l)

end
return r,

Dado que estamos usando el modelo RAM, si la longitud de ¢q es [ < t, entonces el
algoritmo anterior tiene complejidad O(1) + O(tl + @) + O(1) = O(t?), como lo insi-
nuado anteriormente (esto es, pues la longitud de [ se va incrementando por dos unidades

a cada iteracion).

Consideremos la siguiente definicion.

Definiciéon 2.6. (Mdquina de Acceso Aleatorio que representa a un autdmata celular ele-
mental)

Sea E,, la n-ésima configuracion (el n-ésimo renglon) de un autémata celular elemental
A. Una Maquina de Acceso Aleatorio RAM 4 serd llamada Mdquina de Acceso Alea-
torio que representa a A (RAM ACE) si:

1. Para todan >0, RAM, con entrada n computa E,.

2. Los registros de RAM 4 contienen sucesivamente y en orden creciente dei =0, ... ,n—
1 las configuraciones E;.

3. Para toda n € N, E, .1 se obtuvo a partir de E, aplicando f a todas las celdas
activas.

En lo sucesivo abreviaremos las condiciones anteriores por “RAM simula a A”.

Observacion 2.6. Una RAM ACE es simplemente un programa que simula el comporta-
miento de un automata celular elemental, como los que hemos estado mostrando a lo largo
de este trabajo.

Podemos reformular las preguntas anteriores en términos de Maquina de Acceso Alea-
torio de la siguiente manera:

1. ;Existe alguna Maquina de Acceso Aleatorio que, con entrada n, compute FE, mas
rapido que RAM4?
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2. jExiste alguna Maquina de Acceso Aleatorio que con entrada n compute F, sin
computar E; para i = 1,...,n — 17 Es decir, jque no sea la Maquina de Acceso
Aleatorio que representa a A?

Ambas preguntas guardan una estrecha relacién con el concepto que queremos precisar
pues, de existir una Maquina de Acceso Aleatorio que compute E,, mas rapido que RAMy4,
entonces podremos decir que A es computacionalmente reducibile. Por otro lado, si existe
alguna Méaquina de Acceso Aleatorio que con entrada n compute F, sin computar E; para
1t =1,...,n — 1 y que ademéas lo haga més rapido que cualquier proceso recursivo de
computo de F,,, entonces también podremos decir que A es computacionalmente reduci-
bile. Ambas preguntas son una guia para el concepto que perseguimos y nos permitiran
acercarnos a la definicion de reducibilidad computacional.

Teorema 2.3. Sea A un automata celular elemental tal que el nimero de celdas que cam-
bian de una configuracion a otra estd acotado, entonces existe una RAM ACE RAM 4 tal
que computa E, en tiempo T(RAM,) = O(n).

Es decir, sea L(t) : N — N la funcion que al t-esimo renglon le asocia el nimero de
celdas que cambiaron con respecto al renglon anterior. Si existe m € N tal que para toda
t € N L(t) < m entonces existe una RAM ACE RAM, tal que computa E, en tiempo
T(RAM,) = O(n).

Demostracion. Sea A un autéomata celular elemental en el que existe m € N tal que para
toda t € N, L(t) < m. Entonces la RAM ACE RAM,4 que lo representa tardaria m x n
pasos en computar cada E,, para toda n € N. Luego T(RAM,) = O(n). ]

Corolario 2.1. Para los automatas celulares elementales con reglas 0,2,4,6,8,10, 12,
14,16, 20,24, 32,34 (entre otras) existen Mdquina de Acceso Aleatorio que los representan
tales que computan E, en tiempo O(n).

Demostracion. Para todas ellas L(t) < 3 para toda t € N. O

Es interesante observar que hay autématas celulares triviales tales que existen Méaqui-
nas de Acceso Aleatorio que computan E, en O(n), y por lo visto anteriormente para
muchos otros existen Méaquinas de Acceso Aleatorio que computan F,, en O(n?). Sin em-
bargo, para ninguno de los 256 autématas celulares elementales existe una Maquina de
Acceso Aleatorio M que compute E,, en O(n?) > O(T(M)) > O(n). [3]

Ahora bien, para precisar el concepto de reducibilidad computacional en términos de
Maquinas de Turing que representan autématas, vale la pena recordar céomo lo plantea

Wolfram

Indeed, whenever computational trreducibility exists in a system it means that
in effect there can be no way to predict how the system will behave except by
going through almost as many steps of computation as the evolution of the
system itself. [18]
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En términos coloquiales podriamos traducir lo anterior como: cualquier proceso de
computo (Maquina de Acceso Aleatorio) que computara el n-ésimo estado de un autémata
(E,) tendria que pasar por una cantidad de pasos mayor o igual a la del simulador del
automata (RAM ECA). Recordemos que para un autémata celular elemental no trivial
una RAM ECA RAM 4 simula a A en tiempo O(n?). Esto da pie a la siguiente definicion.

Definicion 2.7. (Irreducibilidad computacional)
Sea A un automata celular elemental. Diremos que A es computacionalmente irre-

ducible (CIR) si y sdlo si cualquier Mdquina de Acceso Aleatorio M que compute E, en
tiempo T(M) es tal que T(M) = Q(n?).

Es decir, no existe una forma maés eficiente de calcular F,, que simplemente simular el
autémata.

Observacion 2.7. Notemos que la definicion de irreducibilidad computacional no exige
que la Mdquina de Acceso Aleatorio M compute Eq, Es, ..., E,_1 antes de computar E,,,
sino que, sea cual sea la forma en la que M compute E,, lo haga en una cantidad mayor
de pasos que el simulador de A. Es decir, que la forma mds eficiente de calcular E, sea
simplemente simulando el automata.

Observacion 2.8. La definicion anterior nos permite responder a las prequntas planteadas
wmictalmente. Si un automata celular A es computacionalmente irreducible y RAM 4 es la
Mdquina de Acceso Aleatorio que lo simula, entonces:

1. No eziste una Mdquina de Acceso Aleatorio que, con entrada n, compute E, mds
rapido que RAM 4.

2. No existe una Mdquina de Acceso Aleatorio que, con entrada m, compute E, sin
computar E1, Fs, ..., E, 1 mds rdpido que lo que tarda RAM 4 en simular a A.

Definicion 2.8. (Reducibilidad computacional) Sea A un autémata celular elemental. Di-
remos que A es computacionalmente reducible (CR) si y sdlo si no es computacional-
mente irreducible. En particular, si A es computacionalmente reducible, entonces existe una
Mdquina de Acceso Aleatorio M que compute E, en tiempo T(M) tal que T(M) = O(n?).

Ejemplo 2.1. Los autémas celulares con reglas 0,2,4,6,8,10,12,14, 16,2024, 32, 34 (entre
otras) son computacionalmente reducibles ya que es posible calcular E, en tiempo O(1),
con algo del estilo

if 1 méd 2 ==
print(x)
else
print (y)

Las secciones siguientes estan dedicadas a demostrar, mediante un analisis mateméatico
basado en la teoria de ntimeros, que ciertos autématas celulares elementales relevantes son,
en efecto, computacionalente reducibles.
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2.2. Pseudocédigos

A continuacién se encuentran, en forma de pseudocodigo, los codigos que utilicé tanto
para generar las imégenes de este capitulo como para realizar las exploraciones compu-
tacionales estudiadas.

Como el lector se daré cuenta, las funciones involucradas son una calca de las funciones
presentadas en la introducciéon de este capitulo.

Nuestra primera funcién toma como entrada una matriz de n x n, M € M, ,,({0,1})
que representara el espacio de configuraciones del automata, y un entero positivo k € Z*
que determinara hasta qué configuracion ¢, queremos evolucionar el autémata. También
requiere de una funcion f : {0,1}" — {0,1} tal que a cada celda le asigne un estado en
funcion de los estados de sus vecinos en la configuracion anterior (para un ejemplo ver el
algoritmo 6). Para autématas celulares elementales m < 3. En el primer renglon estara
codificada, con ceros y unos, la configuracion inicial.

Esta funcion es G : S% — SZ.
Algoritmo 2: Funciéon G : S% — S7

Datos: f:{0,1}"™ — {0,1}
Entrada: M € M, ,({0,1}),k € Z*
Salida: M modificada.

n < numero de columnas de la matriz M
Funcién G(M,k)
foriec{2,...,k} do
for j € {1,...,n} do
| M= f(Mi_y;, M;;-1, M, ;)
end

end

return M
end

Ahora necesitamos una funciéon para colorear las entradas la matriz M € M, ,({0,1})
que representa el espacio de configuraciones del autéomata. Una forma sencilla de hacerlo
es modificando otra matriz M’ € M, ,({0,1}) de tipo RGB con base en las entradas de
la matriz M. Asi, las entradas de la matriz M’ seran elementos del conjunto {(x,y,z2) :
x,y,z € RN|0,1]}, donde z representa el porcentaje de rojo, y el porcentaje de verde y
z el porcentaje de azul del pixel correspondiente. Es necesaria esta otra matriz M’ pues
comuinmente no se puede transformar de una matriz con entradas en Z a una matriz con
entradas en R? (que representan colores). La matriz M’ inicialmente es una matriz cuyas
entradas son todas blancas, es decir, M ; = (1,1,1) para toda 0 < i,j < n.
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Algoritmo 3: Funcién Colorear Matriz : M; ; — R3

Entrada: M € M,,,,({0,1}), M’ € M, ,(R?)
Salida: M’ modificada.

n < numero de columnas de la matriz M

Funcién ColorearMatriz(M,M’)

forie{l,...,n} do
for j€{1,...,n} do
if M;; =1 then
‘ MZ’] =(0,0,0)
else
M =(1,1,1)
end
end
end
return M’

end

Un ejemplo de como generar y colorear los primeros k renglones de un autémata celular
elemental con regla de evolucion f y configuracion inicial ¢g(0) = 1y ¢o(i) = 0 para toda
1 # 0 seria

AC = zeros(Int8, (2k,2k))

AC’ = ones(RGB{Float64}, 2k, 2k)
AC[1,k] =1

ColorearMatriz (G(AC,K) ,AC?)

2.3. La Regla 60 y el Triangulo de Pascal

Le coeur a ses raisons que la raison ne
connait point |...] Nous connaissons la
vérité non seulement par la raison,
mais encore par le coeur.

Blaise Pascal, Pensées

2.3.1. Numeros de Fermat

El matematico francés Pierre de Fermat conjetur6, a mediados del siglo XVII, que
todos los nimeros de la forma

F,=2""4+1 n=0,12,... (2.2)

eran primos. En su honor, los ntmeros de esta forma son conocidos como numeros de
Fermat. En efecto, los primeros ntiimeros de Fermat
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hy=3, =5 F=17, F3=257, F,=065537,

son primos. En 1732 el gran Leonhard Euler demostré que Fy = 6516700417 no es primo,
refutando la conjetura de Fermat. Hasta la fecha no se sabe si existe una cantidad infinita
de primos de esta forma (primos de Fermat).

Definiciéon 2.9. Un nimero de Fermat es un nimero natural de la forma
m
n=2" 41, m € N.
Denotamos por F,, al n-ésimo numero de Fermat.
Definicién 2.10. Un primo de Fermat es un nimero de Fermat que ademds es primo.

Hasta finales del siglo XVIII, los niimeros de Fermat no eran mas que una curiosidad
matematica. El panorama cambié cuando Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) demostro
que un poligono regular puede ser construido con regla y compas si su niimero de lados es

n=3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,...
Precisamente, demostré que un poligono regular con n lados es construible con regla y
compas si
n=2Fy, Fn, - Fn
donde n > 3,1 > 0,5 >0,y Fy,, Finy, - - -, Fyyy, son primos de Fermat distintos.
En 1837 el matematico francés Pierre Wantzel demostro que esta condiciéon no solo es

suficiente, sino también necesaria. Por ende, hasta la fecha no sabemos cuantos poligonos
regulares son construibles con regla y compas.

Teorema 2.4. (Gauss-Wantzel) Existe una construccion Euclideana de un poligono reqular
(i.e. con regla y compds) si y sdlo si su nimero de lados es n = 2'pyps---p;, donde
©t>0,7>0,n>3 son enteros y pi, P2, ..., p; son primos de Fermat distintos.

Demostracion. La demostracion, basada en teoria de Galois, se puede consultar en el
capitulo 16 de [10]. O

Observacion 2.9. Hasta la fecha unicamente conocemos cinco primos de Fermat (F; con
i=0,1,...,4). Luego, por el teorema 2.4 sabemos que existen 31 poligonos requlares con
un numero impar de lados que son construibles con regla y compds, pues

Z(j):25—1:31.

J=1

Los lados de dichos poligonos son

n=3,5,15,17,51, 85,255,257, ...
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Los tinicos poligonos construibles con regla y compds conocidos con un nimero primo
de lados son tales que

i.e.

n=3,5,17,257,65537

ACOOO

Figura 2.3: Unicos poligonos regulares construibles conocidos con un nimero primo de
lados.

2.3.2. Primeras consideraciones

Los ntimeros de Fermat no solamente son interesantes por el teorema de Gauss-Wantzel,
sino también por su conexiéon con otros objetos matematicos. En particular, resulta que
estos niimeros -junto con sus productos- pueden ser extraidos de uno de los objetos com-
binatorios mas fascinantes y estudiados en la historia de las matematicas: el Triangulo
de Pascal. Mas atn -y como veremos a continuaciéon -, dado que podemos caracterizar
al Tridngulo de Pascal como un autémata celular, los nimeros de Fermat establecen un
puente natural entre los poligonos construibles, la combinatoria oculta en el Triangulo de
Pascal, y el mundo de los programas simples.

Figura 2.4: La Regla 60, indexada por su representacion en base 2 : 001111005 = 60,¢. 2

’Imagen tomada de Weisstein, Eric W. Rule 60. From MathWorld: A Wolfram Web Resource.
https://mathworld.wolfram.com/Rule60.html
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Figura 2.5: Primeros 15 pasos en la evolucion de la Regla 60. 3

Notemos que f(z,y,2) =2 +y (mod 2) de forma que su dipolinomio de evolucion es
T(z) = « + 1. Asi, por la ecuacion 2.1, la evolucion al tiempo ¢ de la Regla 60 esta dada
por

(]

T()'1 = (& + 1) = [(?) (mod 2)]a’ (2.3)

7
i=0
Dicha expresion revela que la regla 60 es precisamente una forma rectangular del tridn-
gulo de Pascal reducido médulo 2.

Observacion 2.10. Si interpretamos los primeros renglones de la regla 60 como nimeros
en base 2, notamos que todos son niumeros de Fermat o productos de nimeros Fermat.

Renglon en base 2 | Renglon en base 10
1 1
11 3
101 5
1111 15
10001 17
110011 51
1010101 85

Nuestro objetivo ahora es demostrar que dicho resultado se cumple para todos los ren-
glones del automata. Procediendo como en [4], recurriremos al siguiente teorema.

3Imagen tomada de Weisstein, Eric W. Rule 60. From MathWorld: A Wolfram Web Resource.
https://mathworld.wolfram.com/Rule60.html
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Lema 2.1. Sea p un primo y sea X,i € Z*. Entonces

(1+X)" =14 X (mdd p)

Demostracion. Por induccién sobre i.
Caso base: i =1

Dado que p|(?) = entonces (1 + X)? =37 _ (1) X" =1+ XP(mod p).

p!
kl(p—k)!?

Hipétesis de induccion: Supongamos que (1 + X)?' =1+ X?' (méd p) con i > 1.

Paso inductivo: Veamos que del caso base y la hipotesis de induccion deducimos que

A+XP" =14+ X)PP=[1+XPP=1+X")P=1+X"?)=1+X""(mod p)
O

Indexemos los renglones del tridngulo de Pascal con n = 0,1,... y las columnas con
7 =0,1,...,n, de forma que las entradas sean los coeficientes binomiales

(n) para todo 0<j <n.
J

Ahora bien, sea

)= (1) (mod 2)

de tal manera que el renglén n-ésimo de la regla 60 interpretado como un niimero en base
2 sea

n

a(n) = Zc(z’,j)Zj, n € N.

Jj=0

Ahora, si escribimos el nimero n en base 2 como
n=2a+ - +2a; +a; donde «; € {0,1}, s #0
entonces tenemos el siguiente teorema.
Teorema 2.5. Para toda n € N se satisface que
a(n) = B FUESY
donde F; es el i-ésimo numero de Fermat.

Demostracion. Observemos primero que
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de forma que

(X+1)" = Z e(n, ) X" (mod 2).

Ademés, por el Lema 2.1

t t
(X +1)" = (X  p)¥ortroteo - TT(X 1) = H (X¥ +1)%  (mod 2)

Jj=0
de forma que, por la unicidad de la representacion en base 2,

t n

H(X2j + 1) = Z c(n,i) X"

§=0 i=0
Sustituyendo X = 2 en la ecuacién anterior obtenemos

t

H (2% +1)% = Zc(n,i)Z

j=0
1.€.
t
H F7 = a(n
j=0
O
Dado que sabemos que F; es primo para i =0,1,...,4 (y de hecho son los tnicos que

conocemos), el teorema 2.5 y la observacion 2.9 nos dice que en los primeros 32 renglones
(contando el renglon 0) de la regla 60 aparecen exactamente, y en orden, todos los poligonos
construibles con una cantidad impar de lados.
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Figura 2.6: Los primeros 32 renglones de evolucion de la regla 60

Como una primera aproximacion al estudio de la Regla 60, queremos estimar el nimero
de 1’s que aparecen en un rengléon dado del autémata en cuestion, para asi saber en qué
renglones aparecen los nimeros de Fermat.

El resultado que buscamos es un corolario del célebre

Teorema 2.6. (de Lucas)
Sea p un primo y sean m,n € Z" tales que

m:mkpk—i—-“—l—mlp—l—mo 0<m,.<p

n=np"+--+nip+ng 0<n.<p

()= C)E)C) - ()

Entonces

}i[<1+X S le[(HXpZ)]mz = li (io (’:) X) = 11 (io (Zj) X) (mod p)



y dado que ZZ:O XP'i = X" ge tiene que

de forma que

lo cual finaliza la prueba. O

Corolario 2.2. (7:) es impar si y solo si los digitos de n en base 2 son un subconjunto de
los digitos de m en base 2.

Demostracion. Por el teorema 2.6 sabemos que (TS) es impar si y so6lo si (’:’) = 1(mod 2)

para cadai € {1,...,k}. Luego, si m; = 0 entonces n; = 0y si m; = 1 entonces n; € {0, 1},
de forma que los digitos de n en base 2 son un subconjunto de los digitos de m en base
2. O

Ahora si, podemos calcular el nimero de 1’s que aparecen en el renglon n-ésimo de la
Regla 60.

Teorema 2.7. Sean N(n) : N — N la funcion que nos da el nimero de unos que aparecen
en el n-ésimo renglon de la Regla 60, y B(n) : N — N la funcion que nos da el nimero de

ocurrencias del digito 1 en la representacion binaria de n. Entonces N(n) = 2B vn ¢
Zr.

Demostracion. Sea n € Z*. Sabemos que el nimero que aparece en el n-ésimo renglon de
la Regla 60 es > ) _, (Z) 2% de forma que el nimero de 1’s que aparecen en dicho renglén
es el numero de coeficientes binomiales (Z) impares. Por el corolario 2.2 esto sucede si y
solo si los digitos de k£ en base 2 son un subconjunto de los digitos de n en base 2. Dado
que hay 25 de dichos subconjuntos, se tiene que N (n) = 25, O

Observacion 2.11. Dado que los nimeros de Fermat tienen unicamente dos ocurrencias
del digito 1 en su representacion binaria, pues son de la forma F, = 2%" 4+ 1, entonces
el teorema 2.7 nos dice que éstos solamente pueden aparecer en los renglones que son
potencias de dos, pues requerimos que 2 = N(n) = 2B e, B(n)=1.
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Figura 2.7: 21° pasos de evolucion de la regla 60.

Ahora vale la pena estimar la cantidad de ntmeros de Fermat F, necesarios para
alcanzar el rengléon m-ésimo de la regla 60, para darnos una idea del crecimiento del
automata en funcion del crecimiento de los niimeros de Fermat.

Lema 2.2.

1
—) VneZ'.

Zlogg (2% +1)=2""" — 14 Zlogg o7

i=0 i=0

Demostracion. Sean € Z*. Veamos que

zn:logg(QT +1) Zlogg 22 14 221 Zlogg 22 )+ Zlogz 221
i=0

=0

= ZZZ+ZZOQQ (1+ 222 =2 — 1+25092 221

[
Lema 2.3.
1
0<Zlogg 1+222)_1 YneZt.
Demostracion. Sea n € Z7. Claramente 0 < >0 loga(l + 221) pues loga(1 + 2;) >
logs(1) = 0 para toda i € {0,...,n}. Asi, basta con demostrar que > ;" loga(1 + ; ) < 2.

Por propiedades de logaritmo sabemos que Y loga(1 + 22z) logo(IT—,(1 —i— o =) v,
como (i + 2%) > 1 Il)ara toda i € N, se tiene que Hi:o(l + 22l) < Iiso(1 + 22z) de forma
que ;o loga(1 + 22i) < loga([Tizo(1 + 22 57))-
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Veamos ahora que [[;-q(1+ 55) = > ;s % = 2. Basta con que todo factor no nulo de

222 )
1 . .
[Liso(1+57 5>7) sea un dnico sumando de » ;5 57- Si dicho sumando es 1, entonces claramente

es un tnico sumando de ) En otro caso, es un numero de la forma

>0 21 .
9— (21042114 42%)

para alguna k € N. Luego, 2% 4 21 4 ... 4 2% es la expresion en base 2 de algtin natural
n, por lo que es tnica. Asi,

— (2004241 +...42%k) _ 4—n
2 =2

para algin tnico n € N. Luego entonces es un tnico sumando de )., %, de forma que

Hz>0(1 + 221) - ZZ>0 21 — = 2.

Por lo tanto

Zm o) < 1o0a([T0 + 53)) = loga(3 51) = loga(2) = 1

>0 >0
O
Teorema 2.8. *Sea F; el i-ésimo nimero de Fermat. Entonces
2 < logo(J[F)) +1 <2 41 WneZ'
i=0
Demostracion. Sea n € ZT. Por el lema 2.2 sabemos que
Llogg(H Zlogg D]+l = Zlogg (27 41)|+1 = |27 — 1+Z logs 1+22Z)J+1
1=0 =0
y por el lema 2.3 tenemos que
2" < |logo([[ F)) +1 <2 + 1.
i=0
O

Dado que el nimero de digitos (en base 2) de un namero k € Z* esta dado por
[loga(k)] + 1, el teorema anterior nos dice que el nimero de digitos de [])"_, F,, esta entre
2ntl y ontl 1] Ahora bien, dado que la Regla 60 es un autémata tal que a cada iteracion
tnicamente crece una celda (hacia la derecha) y el renglon 0-ésimo contiene una celda, en-
tonces el renglon r de la Regla 60 contiene r + 1 celdas activas. Luego, la formula anterior

1Este teorema y su demostracion (junto con los lemas que lo preceden) fueron los primeros resultados
del autor referentes al presente trabajo.
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nos dice que el namero [[}_, F,, se encuentra codificado en el 2"*! — 1-ésimo renglon o en
271 ¢simo renglon. Es decir, para alcanzar el rengén 2" — 1, es necesario multiplicar los
primeros n + 1 nameros de Fermat ([]}_, F}).

Maés aun, por la observacion 2.11, sabemos que en las potencias de 2 se encuentran los
nimeros de Fermat, y dado que [[;_, F; no es un nimero de Fermat, entonces sabemos
que se encuentra exactamente en el renglén nimero 2"t — 1, por lo que su nimero de
digitos en binario es exactamente 2"+,

Corolario 2.3. Sea F; el i-ésimo numero de Fermat. Entonces

n
llogo([[ )l +1=2"""  VWnezZ'

i=0
Corolario 2.4. Sea F; el i-ésimo numero de Fermat. Entonces el producto H?:()Fi se
encuentra codificado en el renglon nimero 2" —1 (comenzando a contar desde el renglon
0-ésimo).
Demostracion. Las demostraciones de ambos corolarios se encuentran en la exposicion
anterior. O

Mas adelante veremos que estos resultados parciales no son més que corolarios del re-
sultado general, que nos indica exactamente la descomposicién de los renglones de la Regla
60 en productos de nimeros de Fermat (ver ecuacion 2.6).

Continuamos con nuestra investigacion acerca de los nimeros que aparecen en los ren-
glones de la Regla 60, procederemos como en [12|, definiendo la siguiente expresion:

Sea

= () oot

)

Notemos que en el caso p = 2, t,, simplemente es la expresion binaria del n-ésimo
renglon de la Regla 60. Denotaremos por rep,(n) a la representacion en base p de n, es

decir, Tepp(Z;?:O nip’) = ng...ning y, en particular, rep,(t,,) = (7)... (1) (;) (donde
cada coeficiente binomial esta reducido modulo p). Asi, tenemos el siguiente teorema.

. k. .
Teorema 2.9. Sean p un primo, n € Nn > 1.n = ijonjp] con ny # 0y s =
n (mdd p*), entonces

= SO (™)) ot (2.4

m=0 j=0

Demostracion. La demostracion escapa las intenciones de este trabajo, y puede consultarse
en [12]. O
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Observacion 2.12. Lo que aparece adentro de los paréntesis cuadrados en la ecuacion
2.4 es cada entrada de la expresion en base p de t, s (es decir, cada letra de la palabra
rep,(ty.s)) multiplicada por (fr‘:) y reducida mddulo p. Asi, la ecuacion 2.4 puede ser vista
como una formula recursiva para computar t,,, a partir de t, .

Corolario 2.5. Sean n € N,n > 1, F}, el k-ésimo numero de Fermat. Entonces

t2,n = t2,st (25)

Demostracion. Notemos que para p = 2, tenemos que n; = 1 (pues 0 < np < 2y ng # 0),
de forma que 2.4 se convierte en

ton = i: [i ((?711) (j) (mod 2))29]2m".

m=0 j=0

Y mas aun, dado que ((1)) = (}) =1

((j) (mod 2))27]2m2

1.€.

y finalmente

t2,n = t2,st-
]

A partir de la ecuacion anterior podemos confirmar la observaciéon 2.11, pues para que
en un rengléon de la Regla 60 aparezca codificado un ntimero de Fermat necesitamos que
tos = 1, es decir, s = 0. Asi, para toda k € N se tiene que

toor = Fy
tal como lo afirma dicha observacion.
Corolario 2.6. Sean n € N,n > 1, Fj el j-ésimo nimero de Fermat. Entonces
ta=[] F (2.6)
Jimj=1
Demostracion. Por induccién sobre el ntiimero de 1’s en la expansion binaria de n. Sea

B(n) la funcién que contabiliza el ntimero de 1’s en la expansion binaria de n.

Caso base: B(n) = 2. En dado caso n = 28+ 27 p.a. j,k € N, j < k. Luego, iterando la
ecuacion 2.5 tenemos que
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t272k+2j - Fktzj - FkF]

Hipotesis de induccion: Supongamos que si B(n) = k, entonces t,, = [] jmy=1 F;.

Paso inductivo: B(n) = k + 1. Supongamos sin pérdida de generalidad que n =
Zje[ n;27 con I un conjunto de indices de cardinalidad k + 1, n; = 1 si y solosi j € I,
y sea [ el mayor natural tal que n;2! # 0 en la expansién binaria de n. Sea m = n — 2.
Notemos que, por construccion, B(m) = k. Asi, iterando la ecuacion 2.5 y por hipotesis
de induccién tenemos que

ton=Ftom=F [[ ;=[] B

Jimjy=1 Jimj=1

]

El teorema anterior nos dice que t3, es el producto de todos los niimeros de Fermat
cuyos indices aparecen como exponentes de cifras significativas en la expansion binaria de
n.

Ejemplo 2.2. Sean =5, n=2%+2° de forma que ty5 = FoFy = 17% 3 = 51.

Sean = 5346, n = 212 + 210 + 27 + 26 -+ 25 + 21, de fm’ma que t2,5346 = F12F10F7F6F5F1.

El lector cuidadoso podria pensar en generalizar el teorema 2.9 para p # 2. Por ejemplo,
fijandonos en el tridngulo de Pascal modulo p y definiendo f,(n) : N — N como la funcién
que convierte a base p el ntimero en el rengléon n y FP := p?" + 1 como los niimeros de
Fermat generalizados (notemos que F? es simplemente el n-ésimo ntiimero de Fermat),
pensar en la relacién que existe entre f,(n) y FP. A pesar de que, en general, no es cierto
que

— P
tpm - | | Fn
j:njzl

para p # 2, si existe una relacion entre ambas funciones. Sin embargo, para expresar dicha
relacion es necesario introducir terminologia y conceptos que escapan las intenciones del
presente texto, por lo que referimos al lector a [12].

Las siguientes imagenes muestran la configuracion del automata Regla 60 después de
29 + 1 pasos tomados modulo p para distintos primos.
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Figura 2.9: Tridngulo de Pascal moédulo m para m = 4,6,8,9,10,12, 14,15, 16, 18,19, 20
(en orden lexicografico). Distintos colores representan distintas clases residuales.

2.3.3. Generalizaciones del Tridngulo de Pascal

La ecuacion 2.1 nos sugiere la construccion de un autéomata celular en cuyos renglones
podamos encontrar ciertos coeficientes multinomiales

n
klakQa"'7km
Sea A = (d,S,N, f) un autémata celular unidimensional (d = 1) con conjunto de
estados S = Z, radio de vecindad N = (1,2,...,n) ¥ f(@i_n,@Gi—pi1,---,0;) = Zg:_n Qi j-
Dicho autémata tendra como dipolinomio de evolucién a
T(z)=1+z+a> 4+ +a"

La ecuacion 2.1 y el teorema multinomial nos aseguran que, si A%(z) = 1, entonces el
polinomio caracteristico del rengléon ¢-ésimo del autémata propuesto sera
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l+z+a2>+--

donde

+ xn)tlt

2

ko+ki+-+kn=t;

ko, - .,

(1)
by \Koso o K

t!

ko)  kole--knl

1 -

1<m<t

Observemos que los coeficientes del polinomio caracteristico son precisamente los coefi-
cientes multinomiales que suman n, y las variables z; simplemente nos indican el lugar en
el que aparecen dichos coeficientes. Para obtener dichos coeficientes moédulo m, basta con

tomar S = Z,, y realizar las operaciones de los coeficientes en el anillo correspondiente.

2.3.3.1. Ejemplos

Consideremos el autémata celular A =

(1, L, N, f) donde f(azez, a;—1, Gi)

0
= ijfg Aty

Dicho autémata es la Regla 150 desplazada presentado en la figura 2.1. Observemos que
en su renglon t-ésimo se encuentran codificados los coeficientes del polinomio

Figura 2.10: Autémata con dipolinomio de evolucién T(z) = 1 + z + 2? y conjunto

estados S = Zs,.
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Mas atin, para construir un autémata en cuyos renglones aparezcan los coeficientes de

cualquier polinomio

T(z) = (g + ayz' + aga® + - -
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basta con considerar al autémata unidimensional A = (d, S, N, f) (d = 1) con conjunto
de estados S = Z, radio de vecindad N = (—n,..., =2, —1,0) v f(@i—n,Gi—ns1,--.,0;) =

Las siguientes imagenes corresponden a autématas unidimensionales de la forma A =
0
(1,Zo, N, f) con N = (—n,...,—2,=1,0) v f(QGi—n,QGi—pt1,--.,0;) = Zj:_n Q_ja;+; para
distintos valores de n. En cada caso, el dipolinomio de evolucién de cada uno de ellos esta
dado por T(z) =142+ --- + ™
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Figura 2.11: Autématas con dipolinomios de evolucion dados por T(z) = 14+z+- - -+2™ con
n =1,2,3,4,5,6,10,15, 20, 30, 100,200 en orden lexicografico. Todas las imagenes estan
alineadas.

2.3.3.2. Particiones de enteros

Una interpretacion interesante de los renglones de los autématas presentados en los
ejemplos anteriores es la siguiente. Consideremos dos dados, en cuyas caras se encuentran
los nameros 1,2, 3,4,5,6. Al tirar los dados, podemos preguntarnos: ;de cuantas formas
puedo obtener el niimero k7 Por ejemplo,

7T=1+4+6 6=1+5

=6+1 =5H+1
=245 =244
=542 =4+2
=3+4 =3+3
=443

Cabe mencionar que 1 4+ 6 y 6 + 1 las contaremos como formas distintas de sumar 7
pues estamos pensando en dos dados distinguibles. Ambas sumas representan escenarios
distintos de los dados.

Una forma ingeniosa de abordar la pregunta anterior es considerando funciones gene-
radoras.

Definicion 2.11. Una funcion generadora es una serie formal de potencias cuyos co-
eficientes codifican informacion sobre una sucesion dada (ay).

Pensemos en
plz) =z + 2>+ +af
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y observemos que

pla)? = (' +2* + -+ 2 (' +2® + -+ 20)
Il 24D 12 0242 13y 34Dy Iy Al
G243 B2 4 D 5L 24 | A2 343 646
=22 + 223 4 32t + 42° + 525 + 627 + 528 + 42° + 3210 + 22 4 212
Denotemos por [z"]p(x) al coeficiente de 2™ en p(z). Notemos que [z"]p(x)? es exac-
tamente el ntimero de formas de obtener n con dos dados de 6 caras numeradas con
1,2,3,4,5,6 ya que, por definicion,

@"p(z)® = > 1

jt+k=n

con j, k € {1,2,3,4,5,6}. Es decir, [2"]p(x)? son las particiones de enteros positivos de n
con exactamente dos factores en el conjunto {1,2,3,4,5,6}.

Definicion 2.12. Sea n, k € Z*. Una particion de n en k factores es una secuencia de
enteros positivos (aq, ..., oq) tales que ay + -+ - + oy, = n. Diremos que las particiones de
n con k factores son m si |[{(a1,...,ax) 01+ -+ ap =n}| =m.

Definicion 2.13. Sean,k € Z" y (a,,) una sucesion finita de enteros. Una particion de
n en k factores de (a,,) es una particion de n en k factores tales que a; = a; para alguna
1 <1 <m para toda i =1,2,... k. Diremos que las particiones de n con k factores en S
sonm si [{(cq,...,0n) ;= a, 00 + -+ =n}| =m.

Observacion 2.13. Las particiones de n en k factores de aq,. .., a, las podemos pensar
como el numero de formas que existen de obtener el nimero n lanzando k dados en cuyas
caras aparecen ai,. .., . Asi, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.10. Sea n,k € Z y (a,,) una sucesion finita de enteros. La funcion genera-
dora del mimero de particiones de n en k factores de (a,,) es p(x)* donde

ple) = Y a
1<i<m
Demostracion. Por definicién
@p()f = Y1
ai1+“‘+aik:n
para toda n € Z*. ]

Dado que podemos construir un autémata elemental cuyo dipolinomio de evolucion
sea cualquier polinomio, en particular podemos considerar autématas cuyo dipolinomio de
evolucion sea de la forma T(z) =1+ 2z +--- + ™. En este caso tendremos que la funcion
generadora del t-ésimo renglon sera T(x)!, misma que codificara las particiones del entero
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n con t factores en (0, 1,...,m) (nimero de formas de obtener n con ¢t dados en cuyas caras
figuran los nameros (0,1, ...,m)). A continuacién presentamos algunos ejemplos junto con
los autéomatas correspondientes.

Ejemplo 2.3. Sea k = 2,(a,) = (1,2,3,4,5,6). Estamos pensando en el nimero de
formas de obtener cualquier n € Z™ usando 2 dados en cuyas caras aparecen los nimeros
(1,2,3,4,5,6). Estas estin dadas por [z"]p(x)?, donde p(x) = x + 2* + 23 + 2% + 2° + 2°
ie.

p(x)? = 2® + 22° + 32 + 42° + 52° + 627 + 52% + 427 + 320 + 22" + 22

En efecto,

2=14+1 3=2+1 4=3+1 5=4+1 6=5+1 7=6+1 8=6+2 9=6+3
=142 =143 =1+4 =145 =146 =2+6 =3+6

=2+2 =342 =4+2 =542 =5+3 =5+4

=2+3 =244 =245 =3+5 =4+5

=3+3 =4+3 =4+4
—3+4
10=6+4 11=6+5 12=6+6

=5+5

Consideremos el autdmata elemental cuyo dipolinomio de evolucion es T(x) = p(x) =

6 i _ : : t+1 _ L t
Yoiq @', S =1Zy. Esto implica que a;" =), _ g at,,.
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Figura 2.12: Autémata con dipolinomio de evolucion T(x) = x + 2% + 23 + 2* + 25 4 2b.

Ejemplo 2.4. Sea k = 3, (a,,) = (1,2). Estamos pensando en el nimero de formas de
obtener cualquier n € Z usando 3 dados en cuyas caras aparecen los nimeros (1,2). Estas

estdin dadas por [x"]p(x)3, donde p(x) = x + 2? i.e.

p(z)? = 2* + 32 + 32° + 2°.

En efecto,
3=1+1+1 4=24+1+1 0=1+2+2 6=2+2+2
=1+2+1 =2+2+1
=1+1+2 =24+1+2

C’onsideremos el automata elemental cuyo dipolinomio de evolucion es T(z) = p(x) =
x+ 2% S =Zy. Esto implica que ai™ = al | +at_,.
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Figura 2.13: Autémata con dipolinomio de evoluciéon T(z) = = + 2.

Ejemplo 2.5. Sea k = 2, (a,,) = (0,1,8). Estamos pensando en el nimero de formas de
obtener cualquier n € Z* usando 2 dados en cuyas caras aparecen los nimeros (0,1, 8).
Estas estdn dadas por [x"|p(z)?, donde p(x) = 2°+x + 28 =1+ 2z + 2% ie.

p(z)? =1+ 2z + 2% + 22% + 22° + 2
En efecto,

0=0+0 1=0+1 2=1+1 8=0+38 9=8+1 16 =8+38
=1+0 =8+0 =1+38

Consideremos el automata elemental cuyo dipolinomio de evolucion es T(x) = p(x) =
1+ax+a8 S =7y Estoimplica que a'™ = al +a'_ | +al 4.
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Figura 2.14: Autémata con dipolinomio de evolucion T(x) =1 + x + ®.

Ejemplo 2.6. Sea k = 3, (a,,) = (1,1,2,2,3,3). (cada nimero aparece 2 veces, es decir,
nuestro dado es de 6 caras). Tenemos entonces que p(z) = x +x + 2> + 2% + 2% + 23 =
2(x + 2? + 23) y p(x)® = 8(2® + 3zt + 62° + 7ab + 627 + 32® + ).

Si consideramos el automata elemental cuyo dipolinomio de evolucion es T(x) = p(x)
con S = Zs, todo el automata va a ser el autdmata trivial pues p(x) es par para toda
x € Z*. Asi, lo consideraremos con S = Zs, de forma que at = 2(a'_; +at_5+at_3)

Figura 2.15: Autémata con dipolinomio de evolucion T(x) = 2(x + 2 + z*) sobre Zs.
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Figura 2.16: Autématas elementales sobre Z, con dipolinomios de evolucion

T(z) = 1+ 2 + 2%, T(x) = 32,2, 2, T(x) = 32, 2>+, T(z) = > primori<p<100 T
(en orden lexicografico).

Mas adelante veremos como construir un autémata que codifique las particiones de un
entero n € Z* en factores de k listas finitas distintas (a’)), (a2), ..., (aF,). Esto correspon-

derfa al nimero de formas de obtener el nimero n lanzando k dados distintos tal que en las
caras del primero de ellos aparecen ai,...,al . en las caras del segundo de ellos aparecen
a?,... a2, etcétera. [Ver capitulo 3.1]

? U m?

2.3.3.3. Automatas que codifican probabilidades

Observemos que si p(z)* es la funcién generadora del ntimero de particiones de n
en k factores de (a,,), entonces p(1)* es el total de posibles configuraciones que pueden
tomar los k dados al ser lanzados (pues p(1) es el total de caras del dado). Asi, %
es la probabilidad de obtener el numero n al lanzar k dados en cuyas caras figuran los
elementos de la sucesion (a,,) (suponiendo que cada lanzamiento es independiente). Es
decir, si Y,, es el evento “obtener el nimero n al lanzar los k£ dados en cuyas caras figura la

lista (a,,)”, entonces

Asi, tomando S = RNJ0, 1] podemos interpretar los estados del autémata con dipolinomio
de evolucion T(x) como dicha probabilidad. En la n-ésima celda del renglon k-ésimo estara
codificada la probabilidad de obtener n lanzando k dados en cuyas caras figura la lista (a,,).

Ejemplo 2.7. Sea (a,,) = (1,2,3,4,5,6) de forma que p(z) = v + 2> + 2® + 2* + 2° + 2.
Observemos que p(1)k = 6% para toda k € ZF, de forma que

[z"]p(x)*

para todan € 27" .
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Figura 2.17: Autémata en cuyo renglon k -ésimo codifica la probabilidad de obtener n al
lanzar k dados de caras (1,2,3,4,5,6) parak =1,...,5.

Ejemplo 2.8. Sea (a,,) = (1,2) de forma que p(x) = z + 2. Observemos que p(1)k = 2*
para toda k € ZF, de forma que

para todan € 27" .

Figura 2.18: Autémata en cuyo renglén k -ésimo codifica la probabilidad de obtener n al
lanzar k dados de caras (1,2) para k =1,...,5.

Ejemplo 2.9. Sea (a,) = (0,1,8) de forma que p(x) = 1+ x + 8. Observemos que
p(1)* = 3% para toda k € ZF, de forma que

para toda n € Z*.
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Figura 2.19: Autémata en cuyo renglon k -ésimo codifica la probabilidad de obtener n al
lanzar k dados de caras (0,1,8) para k =1,...,5.

2.3.4. Reducibilidad computacional

Uno de los pleanteamientos principales de Wolfram [18] es que los sistemas -en este caso
autématas celulares- con comportamiento suficientemente sencillo van a presentar reduci-
bilidad computacional, es decir, que existira otro proceso de computo tal que computaré
E,, con entrada n en una cantidad de pasos menor que la que nos llevaria simular el auto-
mata. Especificamente escribe:

One can specify the number of steps t that one wants by giving the sequence of
digits in t. And for systems with sufficiently simple behavior -say repetitive or
nested- the pictures on page 774 indicate that one can typically determine the
outcome with an amount of effort that is essentially proportional to the length
of the digit sequence. [18]

En el caso de la Regla 60, no sélo es claro “a 0jo” que presenta comportamiento repeti-
tivo y fractal, sino que en virtud de la ecuacion 2.3 sabemos que el renglon t-ésimo codifica
los coeficientes del polinomio (x + 1) médulo 2, mismo que corresponde al famoso fractal
conocido como Tridngulo de Pascal. Entonces deberia de ser el caso, segin lo dicho por
Wolfram, que exista una Maquina de Acceso Aleatorio M tal que, con entrada n, compute
el renglon t-ésimo en tiempo T'(M) = O(n?).

Teorema 2.11. La Regla 60 es computacionalmente reducible.

Demostracion. Sea M la Maquina de Acceso Aleatorio que computa el algoritmo siguiente:
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Algoritmo 4: Calcular E;(1)

Entrada: ¢t en base 2.
Salida: Fy(1)

To < t
To <— 1
forie {1,...,]log(t)] +1} do
Leer el i-ésimo digito de ¢ (z;).
if x; == 1 then
r1 <+ F; en base 2.
To < T9 %71
end
end
return r,

En virtud de la ecuacion 2.6 sabemos que para toda t € N, el algoritmo anterior en
efecto computa FEy;(n). Ahora bien, dado que estamos trabajando en el modelo RAM,
calcular F; en base 2 es de orden O(1) pues simplemente es escribir una sucesion finita de
bits. Dado que el resto de las instrucciones también son de orden O(1) y hay que calcular,
a lo mas, [loga(t)] + 1 nimeros de Fermat -pues ésa es la longitud de ¢ escrito en base 2-,
entonces el algoritmo anterior tiene complejidad O(loga(t)).

O

Observacion 2.14. Quizd salte a la vista del lector el hecho de que multiplicar nimeros
de Fermat sea de orden O(1), dado que son nimeros bastante grandes. Notemos entonces
que, incluso si pensamos en no usar la multiplicacion de orden O(1) del modelo RAM, sino
en implementar una multiplicacion manual de nimeros de Fermat, el algoritmo anterior
sequird siendo mdas eficiente que simular el automata. Esto es, multiplicar k nimeros de
Fermat F,,,...,F,, se reduce a calcular el conjunto potencia de I := {2°,...,2%} y
escribir un niumero con 1’s en las posiciones indexadas por la suma de cada elemento de
P(I) y0’s en el resto de las posiciones. Sea prod la funcion que multiplica k nimeros de
Fermat de forma manual, y consideremos el algoritmo siguiente:

74



Algoritmo 5: Calcular E;(1)

Entrada: t en base 2.
Salida: F(1)

TQ(—t
r1<—@
T‘2<—]_

forie {1,...,[log:(t)| +1} do
Leer el i-ésimo digito de t (z;).
if x; == 1 then
‘ re<—nru {21}
end
ro < prod(ry)
end
return ry

Claramente hace lo mismo que el algoritmo anterior, por lo que en efecto calcula Fy(1)
para toda t € N. Ahora bien, la complejidad de prod(I) es O(2F) donde k < loga(t) +1 i.e.
O(t). Dado que esa funcion es llamada logy(t) + 1 veces y el resto de las operaciones son
de complejidad O(1), la complejidad del algoritmo es de O(tloga(t)).

Notemos que hemos encontrado una Maquina de Acceso Aleatorio que computa E; con
entrada ¢ sin necesidad de computar las configuraciones anteriores y que ademas computa
la t-ésima configuracion mas rapidamente que lo que lo haria el simulador de la Regla 60.
En la pagina 744 de [18], Wolfram exhibe una Méquina de Turing -de hecho, un autémata
celular- tal que con 6 estados distintos puede calcular E; de forma recursiva -es decir,

calculando previamente FEy, E1,...,E;_1- en un tiempo menor que la simulaciéon de la
Regla 60.

2.3.5. Pseudocoédigos

La siguiente funcion toma como entrada una matriz de n x n, M € M, ,({0,1}) que
representara el espacio de configuraciones del autéomata. Esta sera la funcion f : S™ — S
que a cada celda le asocia un nuevo estado con base en el estado de las celdas de su
vecindad al paso anterior.
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Algoritmo 6: Funciéon fg : S? — S

Entrada: M € M, ,({0,1}),i,5 € Z*
Salida: = € {0,1}

n < namero de columnas de la matriz M

Funcién fs(M, 1, j)
if j =1 then

| M= M1y + My j(mdd 2)
else

| M; ;= My -1+ My ;(mdd 2)
end
return M, ;
end

En la observacion 2.10 se hizo notar que al interpretar cada renglén de la Regla 60 como
un numero en base 10, los niimeros resultantes eran productos de niimeros de Fermat. Para
estos fines, necesitamos:

1. Una funcién que, dado un rengléon de la Regla 60, nos regrese su interpretacion como
nimero en base 10.

2. Una base de datos que contenga los primeros n nimeros de Fermat.

3. Una funcién que factorice un nimero dado en ntimeros de Fermat.

Algoritmo 7: Funcion PasarBasel( : R® — Z+

Entrada: Arreglo € R™
Salida: k € Z*

n < longitud de Arreglo

Funcién PasarBasel0(Arreglo)
indice = 0
cuenta = 0
fori € {0,...,n—1} do
if Arreglo,_; # 0 then
indice = n —1¢
break
end

end
for j € {0, ..., indice— 1} do

| cuenta = cuenta + Arreglo;, gice_; * 2°
end
return cuenta
end

El siguiente algoritmo se basa en la relacion
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Foa=(F,-1%*+1 , VneN

la cual se demuestra a partir de un célculo directo.

Algoritmo 8: Crear los primeros n + 1 nimeros de Fermat.

Entrada: n € Z*
Salida: Fermat € R"**+!

Fermat <— arreglo vacio de enteros

insert 3 in Fermat
forie{1,...,n} do

| insert(Fermat; — 1)> + 1 in Fermat
end

Para factorizar un ntimero con numeros de Fermat, basta con recorrer el arreglo “Fer-
mat” y dividir el ntimero en cuestiéon entre sus divisores dentro del arreglo. Queremos que
nos devuelva una lista con los indices de los nimeros de Fermat que en efecto lo dividieron.

Algoritmo 9: Funcion FactorizarFermat : Z+ — R™

Datos: Fermat € R*+!
Entrada: k € Z*
Salida: IndiceFactores €R™.

n < longitud del arreglo Fermat
IndiceFactores < arreglo vacio de enteros

Funcién FactorizarFermat(k)
forie {1,...,n} do
if k£ < Fermat; then
| break
else
if k = 0(mdd Fermat;) then
insert ¢ — 1 in IndiceFactores

k= roma
end
end
end
return IndiceFactores

end

Para generar el triangulo de Pascal modulo m, no basta con generar el autémata de
la regla 60, pues si nos interesa el valor numérico de cada casilla y no sé6lo su estado.
Asi, hay que calcular el tridAngulo de Pascal completo mediante un algoritmo que como
entrada reciba una matriz con la configuraciéon inicial codificada en el primer renglon y
un entero positivo m que serd el médulo. De nuevo, dado que queremos representar un
arreglo infinito con una matriz finita, identificaremos a las columnas de los extremos como
adyacentes. Asi, el algoritmo seria el siguiente.
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Algoritmo 10: Funciéon CrearPascalModM : M; ; — R?

Entrada: M € M, ,(Z%),m € Z*
Salida: M modificada.

n < namero de columnas de la matriz M

Funcién CrearPascalModM(M,m)

foriec{2,...,n} do
for j € {1,...,n} do
if j =1 then
| M, ;= My, + M;_y j(mod m)
else
‘ Mi,j = Mi—l,j—l + Mi_ld(méd m)
end
end
end
return M
end

Para colorear la Regla 60 en blanco y negro, basta con usar la funcién ColorearMatriz
descrita en el algoritmo 15. Pero para el caso del tridngulo de Pascal moédulo m necesi-
taremos modificar ligeramente dicha funcién. En este caso necesitaremos como dato un
arreglo de colores y de nuevo una matriz auxiliar M’ € M,,+,({0,1}) cuyas entradas son
incialmente todas blancas. Asi, el algoritmo para colorear dichas imagenes seria el siguiente.

Algoritmo 11: Funcién Colorear PascalModM : M; ; — R?

Datos: ArregloColores € R™
Entrada: M € M,,,,({0,1}), M’ € M, ,(R*),m € Z*
Salida: M’ modificada.

n < namero de columnas de la matriz M

Funcion ColorearModM (M, M’,m)
forie{1,...,n} do
for j € {1,...,i} do
for k€ {0,...,m—1} do
M ; = ArregloColoresy,

break
end
end
end
end
return M’
end

Resulta tutil contar con una funciéon que, dado el color que vemos en la imagen, nos diga
a qué clase residual pertenece dicho elemento del tridngulo de Pascal. Para esto, dado el
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mismo arreglo de colores con el que coloreamos el tridngulo de Pascal previamente, basta
con conocer el nimero en RGB del color deseado para recorrer dicho arreglo y ver a qué
clase residual le fue asignado.

Algoritmo 12: Funciéon ChecarColor : R — N

Datos: ArregloColores € R™
Entrada: color € R3
Salida: k € N

n < longitud de ArregloColores

Funcion ChecarColor(color)
forie{1,...,n} do
if ArregloColor; = color then
| print(Ese color representa a la clase i — 1)
end
end

end

2.4. La Regla 90 y el TridAngulo de Pascal truncado

Figura 2.20: 28 pasos de evolucion de la regla 90.

2.4.1. Relaciéon con la Regla 60

Una propiedad que resulta no menos que asombrosa es la siguiente:

Consideremos cada renglon de la Regla 60 como una cadena de 1’s y 0’s, segiin el estado
de cada celda. Interpretemos dicha cadena como una expresion en base 4, y procedamos a
convertirla a base 4. Posteriormente, convirtamos el ntimero resultante a base 2. Interpre-
tando dicho niimero como una cadena de 1’s y 0’s, el resultado es la sucesion de estados
de cada renglon de la Regla 90.
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Ejemplo 2.10.

Nimero de renglon | Cadena de simbolos | Numero en base 4 | Numero en base 2
0 1 1 1
1 11 5 101
2 101 17 10001
3 1111 85 1010101
4 10001 257 100000001
5 110011 1285 10100000101
6 1010101 4369 1000100010001
7 11111111 21845 101010101010101

Formalmente, hay que demostrar que

n

> [(7;) (mod 2)]47), = c,

i=0
1.6.

(Enj [(T;) (mod 2)]2%), = c,

=0
donde ¢,, denota la n-ésima configuraciéon de la Regla 90.

En esta tltima forma podemos observar que el interpretarlo como un ntimero en base 4
lo tinico que hace es anadir un 0 entre cada simbolo que aparece en la cadena de simbolos
de cada renglom.

Es decir, claramente,

1=0

Asi, basta con ver que

Teorema 2.12. Sea
B:S%? 5N

Cp > Z stk
k

la funcion que a cada estado ¢, le asocia el natural que resulta de interpretar los estados
como coeficientes de una expansion binaria. Entonces

B(n) = Zn: [(7,1) (mad 2)]2%, Vn €N
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Demostracion. Dado que f(z,y,2) = x + z sobre S = Z,, el dipolinomio de evolucién de
la regla 90 es T(z) = x + z~!. Asi, por la ecuacién 2.1 la evolucién al tiempo ¢ esta dada
por

T(z)'l = (x + 271
y dado que

entonces

(z+a27") = i [<t> (mod 2)]z* .

i
i=0
Luego, dado que la funcién B(n) cuenta de derecha a izquierda las celdas con estados

no nulos, tenemos que el coeficiente de 2%~ en T(x)! es el mismo que el coeficiente de x°
en B(n), es decir, si

t

B(n) = i b2" , T(x) = Z a;x? !
i=0

i=0
entonces
bi = Qitt

i.e. el coeficiente de 2™ en B(n) es el mismo que el coeficiente de 2™t en T(z),
de forma que

B =y ([ o )2

Figura 2.21: Regla 90 como dos autématas que no interactiian entre si.

Otra relacion interesante entre ambos autématas es que el renglon n de la Regla 90
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(empezando a contar renglones desde el 0 i.e. el rengléon 0 consta de un 1 en la punta del
triangulo) es el renglon 2n de la Regla 60 para toda n > 1. Es decir,

Teorema 2.13. Sean > 1,n € N. Entonces

(2o -

=0

(%) maa 2))2

7

Demostracion. Por el teorema 2.6 (de Lucas) sabemos que, dado que 2n es par, cuando i

es impar se tiene que (22”) (méd 2) = 0, de forma que

zn: [(i”) (mod 2)]2'= 3 [(227) (mod 2)]2%

i=0 0<2i<n

Ahora bien, si
n:n020+n121+---—|—nk2k

y
i =1092° + 128 + - 43,20
entonces
on = 0% 20 +ng2t + -+ + ny_ 128 + ny 2kt
y

i =0%20 4402  + - 4 i 28 4 0 28T

de forma que por el teorema 2.6 (de Lucas) tenemos que

2
(n> = ( n) (mod 2)
7 27
lo cual demuestra el resultado. O

Corolario 2.7. El 3 no aparece en la factorizacion en nimeros de Fermat de ningin
renglon de la Regla 90, es decir si

S ((()omoa 202 =TT

1=0

con Fy, nimeros de Fermat, entonces Fy, # 3 para toda k € {0,...,m}.

Demostracion. Por el teorema anterior y la ecuacion 2.6, dado que 2n = 0(mod 2) sabemos

que 3 = Fy no aperece en Hj:anzl F;. O

2.4.2. Reducibilidad computacional

Por el teorema 2.12, sabemos que podemos obtener el renglon t-ésimo de la Regla
90 obteniendo el renglon t-ésimo de la Regla 60 e intercalando ceros entre cada digito.
Asi, dado que obtener el renglon ¢-ésimo de la Regla 60 es, a lo mas, de orden O(tlogst) e
intercalar ceros implica recorrer un nimero de longitud logs(t), entonces obtener el renglon
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de la regla 90 puede ser calculado mediante un proceso de orden O(tlogst + loga(t)) =
O(tlogst), lo cual implica que la Regla 90 también es computacionalmente reducible.

2.4.3. Pseudocoédigos

Al igual que en los algoritmos anteriores, n xn, M € M, ({0, 1}) representara el espa-
cio de configuraciones del autémata y comenzaremos con programar la funcion f : S™ — S
que a cada celda le asocia un nuevo estado con base en el estado de las celdas de su vecin-
dad al paso anterior.

Algoritmo 13: Funcion fg : S? — S

Entrada: M € M, ,,({0,1}),i,j € Z*
Salida: = € {0,1}

n < numero de columnas de la matriz M
Funcion fy (M, 1, 7)

if j =1 then
| Mij = M; 10+ My j11(mdd 2)
else
if j =n then
‘ Mi,j = Mifl,j—l + Mi7171(m0’d 2)
else
‘ M;; = M;_1;1+ Mi_17j+1(mo’d 2)
end
end
return M, ;
end
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Capitulo 3

Autématas celulares dinamicos

Podran morir las personas pero jamas
sus ideas.

Ernesto “Ché” Guevara

Entenderemos por autémata celular dinamico un autémata celular cuya regla de tran-
sicion global G' cambia en funcion del tiempo (G;). Esto implica que tanto la regla local f
como la vecindad del autémata también cambian en funcion del tiempo (f;, Ny), de forma
que Unicamente la dimensién y el conjunto de estados permanece inalterado durante la
evolucion del autémata.

Definicion 3.1. Un autdmata celular dindmico es una tupla A = (d, S, Ny, f;) donde
N; y fi son funciones del tiempo i.e. Ny : ZT — (ZH)™, f; : N — S5,

Observacion 3.1. Todo automata celular es un automata celular dindmico con Ny = N,
fi = [ funciones constantes.

De forma anéloga a la definicién de automatas celulares elementales aditivos tenemos
la siguiente definicion.

Definicion 3.2. Un autémata celular dindmico aditivo es un automata celular dind-
mico tal que para todan € Z* existen ki, ks € Z tales que fiy(n) = fikl ozjaz para algunos
o; € S.

Ya en 2002, Stephen Wolfram [18] consider6 distintos tipos de sistemas (autématas
celulares moviles, maquinas de Turing, sistemas de sustitucion, sistemas de etiquetas, etc.)
y observd que el hecho de presentar comportamiento complejo a partir de condiciones
inciales sencillas y reglas de evolucion sencillas no dependia de la estructura particular de
los autématas celulares.

For it is certainly true that cellular automata have many special features. All
their elements, for example, are always arranged in a rigid array, and are
always updated in parallel at each step. And one might think that features like
these could be crucial in making it possible to produce complex behavior from
simple underlying rules.

84



Indeed, I specifically chose the sequence of systems in this chapter to see what
would happen when each of the various special features of cellular automata
were taken away. And the remarkable conclusion is that in the end none of
these features actually matter much at all. For every single type of system in
this chapter has ultimately proved capable of producing very much the same
kind of complexity that we saw in cellular automata.

Es en este contexto en el que tiene sentido considerar a los autématas celulares diné-
micos.
Ejemplo 3.1. A = (d,5, Ny, ft), cond = 1,S = Zy, Ny = (—t,—t +1,...,0,...,t —
L), fi =25 alyy.
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Ejemplo 3.2. A= (d,S,N,, fi) cond=1,5 =Zy, N, = (—t,0,t), fy = al_, + al + al,

Figura 3.1: Autéomata celular dindmico A. Presenta comportamiento semiregular en la
frontera del triangulo formado.

Ejemplo 3.3. A= (d,S, Ny, fi) cond =1,S = Zs

0,1 t=2n
(—1,0) t=2n+1
al+at,, t=2n
ft(t) +1

at  +a t=2n+1
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Figura 3.2: Autéomata celular dinamico A. Mas adelante explicaremos el patréon fractal

emergente.

Ejemplo 3.4. A= (d,S, Ny, fi) cond =1,8 = Zs

[(-1,0,1) t=2n
Nt(t>_{(—1,1) t=2n+1

fi(t) =

ai_y+al+al,, t=2n
ai_y +al 4 t=2n+1
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Ejemplo 3.5. A= (d,S, Ny, fi) cond=1,5 =7,

(=2%...,0) t=2n
0,...,2%)  t=2n+1

22:729 a§- t=2n
9
Z?:o at t=2n+1

J

La definiciéon 3.2 sugiere analizar a los autématas celulares dinamicos aditivos con las
herramientas que usamos para analizar a los autéomatas celulares elementales aditivos.

En efecto, si fi, f2, ... son las reglas de evolucion del autémata dinamico Ay, y A'(z), A%(z),. ..

son los polinomios caracteristicos de A; a cada tiempo t y A; es dindmico elemental, en-
tonces los dipolinomios de evolucion Ty (x), To(x),. .. satisfaceran que

T (2)AY(2) = A7 ().
Asi, el polinomio caracteristico de A; al tiempo ¢ sera

t

Ax) [T T

i=1

En particular, si A%°(z) = 1, la funcion

t
I~
=1
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seré la funcion generadora del renglon t-ésimo del autémata dinamico elemental A;.

Ejemplo 3.6. En el ejemplo 3.1, dado que f; = Z;:_t a§+j entonces para cada i € " se

tiene que Ti(z) = S at, de forma que la funcion generadora del renglon t + 1-ésimo es
J t

t
[[Tiw) =@ +1+2) @+ +14+a+2”) (@ 4+ L4 +af),
=1

at+at,, t=2n
Ejemplo 3.7. En el ejemplo 3.3, dado que f,(t) = fi(t) =< ¢
jemp jemp que fi(t) = fi(t) {a§_1+a§ L o1

Se tiene que

Ti(z) =

r 41 i=2n
1+ 1=2n+1

de forma que la funcion generadora del renglon t + 1-ésimo es

t
[[T@) = @ +0)6@ + 1) @ +a).
i=1
Notemos que xT(z) es simplemente recorrer las celdas cuyos coeficientes son codificados
por T(x) una celda hacia la derecha. Luego, dado que xTa,(x) = Tony1(x) para todan € Z*
se tiene entonces que

para alguna 1 <1 <t, y dado que

(1+2) = ; (Z) 't

)

tomando (f) sobre S = Zy explica por qué en dicho automata dindmico aparece el triangulo
de Pascal a diferentes escalas.

3.1. Jugando al casino con otros dados

En la seccion 2.3.3.2 introdujimos una forma de construir un autémata que codificara
las particiones de un entero n en k factores de una lista finita (a,,). Usando autématas
celulares dinamicos aditivos podemos considerar el problema de construir un autémata
que codifique las particiones de un entero n € Z* en factores de k listas finitas distintas
(at ), (da2.),...,(ak ). Podemos interpretar dicho problema como el niimero de formas de

mi m2 mg
obtener el nimero n lanzando k£ dados distintos tal que en las caras del primero de ellos
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1 1 2 2

aparecen aj, . .., a,, , en las caras del segundo de ellos aparecen af, ..., a;,,, etcétera.

Para cada lista finita (af;lj), sea

conj=1,...,k. Asi, envirtud del teorema 2.10, las particiones de un entero n € Z" en fac-
tores de k listas finitas distintas (a,, ), (a2,,), ..., (af, ) serfan exactamente [2"] H?Zl pi(x).
Basta entonces con construir un autémata celular dindmico tal que

para cada ¢ = 1,..., k. Notemos que el polinomio caracteristico del renglén j-ésimo, con
j=ck+rconceNO0<r <k seria

La interpretacion de la evolucion de dicho autémata seria la siguiente: tiramos el primer
dado, cuyos coeficientes estaran codificados en 77 (z). Despties tiramos el segundo dado,
de forma que en el segundo renglén, cuyo polinomio caracteristico es T (z)T2(x), estaran
codificadas las particiones de n con factores en (a;, ), (a2,,). Tiramos el tercer dado, de
forma que en el tercer renglon, cuyo polinomio caracteristico es Ty (x)To(z)T3(x), estaran
codificadas las particiones de n con factores en (a,, ), (a2,,), (a3,,), ¥ asi sucesivamente.
Al tirar el k-ésimo (y ultimo) dado tendremos que en el k-ésimo rengléon, cuyo polino-

mio caracteristico es [[;_; T;(x), estaran codificadas las particiones de n con factores en

(ah,,), (aZ,), (a2,), ... (af, ). Asi, en el renglon j = ck +r con ¢ € N,0 < r < k estaran
codificadas las formas de obtener el niimero n habiendo tirado ¢ veces los k dados, y una
vez mas los primeros r dados. En particular, si j = ck, en el renglon j-ésimo estaran

codificadas las formas de obtener el niimero n habiendo tirado ¢ veces los k& dados.

Ejemplo 3.8. Supongamos que tenemos 2 dados. El primero de ellos tiene caras (0,1,2,3,4,5,6)
y el sequndo (0,1). Entonces T1(z) = Z?:o 27, To(z) = 1+ =, lo cual implica que

a

6
t+1 _ {ijo a_; t=2n

‘ al_ +al t=2n+1
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Ejemplo 3.9. Supongamos que tenemos 2 dados. El primero de ellos tiene caras (0,2,4,6)
y el sequndo (—1,1). Entonces Ty(z) = 1 + z* + 2* + 28, Ty(z) = L + 2, lo cual implica
que

1 Jai g tai_g+al_y+al t=2n
ai_q +al, t=2n+1

Ejemplo 3.10. Supongamos que tenemos 3 dados. El primero de ellos tiene caras (1,2, 3),
el segundo (—2,—1,0) y el tercero (0,1,2). Entonces Ty (z) = ' +a2?+2°, To(z) = S+2+1

2
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y T3(x) =1+ x + 22 lo cual implica que

aG_gt+ai_stai, t=3n
t+1

a;" =qal+al +a,, t=3n+1
al_ o +al_;+al  t=3n+2

Vale la pena hacernos la siguiente pregunta: ;jexistirdn conjuntos de dados distintos
tales que generen el mismo espacio de posibilidades? Es decir, ;existiran polinomios dis-
tintos tales que sus funciones generadoras arrojen los mismos coeficientes?

No es dificil convencerse de que lo anterior es cierto, al menos en casos triviales. Por
ejemplo, pensemos en un dado de seis caras con valores en (1,2,3,4,5,6), es decir, un
dado convencional. Como ya sabemos, su funcién generadora seria T(z) = z' + 2% +
23 + 2t + 2% + 25, de forma que las particiones de n en t factores de (1,2,3,4,5,6) es-
tarfan dadas por [z"]T(z)" para toda n € N,t € Z*. Ahora bien, es claro que T(z) =
(1 + 2t + 2% + 2° + 2 + 2°), de forma que resulta lo mismo -en términos de particiones-
aventar un dado de seis caras con valores en (1,2,3,4,5,6), que dos dados: uno de ellos
con una unica cara con valor 1, y el otro con 6 caras con valores en (0,1,2,3,4,5).

Lo que resulta interesante es que, aunque algebraicamente es trivial, en términos de
automatas celulares no lo es tanto, pues el primer escenario corresponde a un autémata
celular elemental con dipolinomio de evolucion ! + 22 + 23 + 2* 4+ 2% + 2%, mientras que el
segundo corresponde a un autémata celular dindmico aditivo con dipolinomios de evoluciéon
Ti(z) = 2, Ta(x) = 1 + 2' + 22 + 2® + 2* + 2°. El hecho de que (T(z))! = (T;(z)Ty(z))!
para toda t € N nos dice que los renglones pares del autéomata celular dinamico aditivo
coincidiran con todos los renglones del autémata celular elemental. Los renglones impares
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del autémata celular dinamico aditivo pueden ser interpretados como haber aventado un
numero par de veces ambos dados, y una vez mas uno de ellos.

0 0 & 0 B 0 1 @ @ 0 0 0 @ 0 0 0 O o @ @ @ @ 2 1 @ B @ 0 0 @ @ 0 0 O
2 9 @ @ 8@ © ® 1 1 1 1 1 1 0 0 @ o e 0 © P @ @ @ 1 P @ @ @ @ O @ 0 O
e & @ B 0 9 1 0 1 0 1 6 1 0 1 9 6 2 2 2 2 © 1 1 1 1 1 1 © @ 0 0
 © @ 0 B © @ @ 8 1 1 0 @ 1 1 1 1 o 0 9 2 2 2 @ 1 1 1 1 1 1 @ 0 0
® 0 @6 @ @ @ B OB B 0 1 @ 6 0 1 0 0 e 0 9 2 @ 2 @ © 1 @ 1 @ 1 0 1 0 1
e @ @ @ P @ P B @ P @ 1 1 1 1 @ o 9 0 2 2 2 2 @ © P 1 © 1 @ 1 @ 1 @0
9 6 @ B 0 P @ @ @ 8 0 1 0 1 0 0 e 6 9 2 @ © @ © P 1 1 @ @ 1 1 1 1
0 © @ 0 P © @ @ 0@ 0 @ @ @ 1 1 0 O e © 9 2 @ @ @ © P @ 1 1 @ 0 1 1 1
0 0 @ 0 P O @ O 8 0 0 2 @ 0 1 0 O 9 0 2 2 2 2 @ © P @ 1 © @ 0 1 0 0
9 9 € @ B @ @ @ @ 0 @ 2 @ @ @ 1 1 9 0 0 2 0 0 @ © P @ @ 1 @ 0 @ 1 @0
2 0 & 2 B 0 @ @ @ 0 @ @ @ @ 0 0 1 9 @ 2 2 2 9 @ P P @ © 1 1 1 1 @ ©
0 © @ 0 P © D @ O 0 @ O @ O O O O 9 0 9 2 2 @ @ © P @ P @ 1 1 1 1 @
0 0 @ 2 @ 0 @ @ @ @ @ @ @ @ O 0 O 9 06 0 2 @ 0 @ © P @ D @ 1 0 1 0 O
9 0 @ @ B @ @ @ @ @ @ @ @ @ B O O 9 @ 9 2 2 9 @ P P @ O @ @ 1 @ 1 @
@ 0 6 0@ 2 @ @ O @ @ @ @ @ @0 © @ O 0 0 9 2 2 0 @ @ P @ @ @ @ 1 1 0 0
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--'1‘-. 3
"'1.12 :‘%1'&‘ T :E':'Q-n. ‘,u:‘é

iz

Figura 3.3: El n-ésimo renglon del automata celular elemental (izquierda) es el 2n-ésimo
renglon del automata celular dindmico aditivo (derecha). Las tltimas dos imagenes mues-
tran 2% pasos de evolucion.

Esta interpretacion motiva buscar factorizaciones no triviales de o' +2 423+ 2* +2° +a8
ya que, de encontrarlas, encontrariamos una relaciéon entre autématas celulares elementa-
les y automatas celulares dindmicos aditivos: precisamente que los renglones de uno (que
son multiplos de algtin k& € Z™) coincidiran con los renglones del otro. Podemos entonces
pensar a los automatas celulares dinamicos aditivos como una representacion distinta (por
ejemplo, con dados distintos) del espacio generado por lo autoématas celulares elementales
(con dados iguales) en virtud del siguiente

Teorema 3.1. Sean A = (d, S, Ny, fi) un automata celular dindmico aditivo con k di-
polinomios de evolucion distintos Tq, ..., Ty. Entonces Hle T; ;=T es el dipolinomio de
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evolucion de un automata celular elemental A = (d, S, N, f) donde N = N4 donde Ny au
es el vector de mayor longitud de Ny, ..., Ng.

Demostracion. Sean A = (d, S, Ny, f;) y Ti,..., Ty como en el enunciado. Entonces para
cada j=1,...,k T; = Zzelj ;" con I; un conjunto finito de indices, a; € S. Asi
oMl Y
j=1 i€l X x Iy,
i1+ +ig=n

de forma que T := Hle T; en efecto es un dipolinomio cuya funcién asociada f tiene radio
de vecindad N = N4 donde N4, es el vector de mayor longitud de Ny, ..., Ny. O

Corolario 3.1. El renglon n-ésimo del automata celular elemental cuyo dipolinomio de
evolucion es T = H§:1 T; es el renglon nk-ésimo del automata celular dindmico aditivo
con dipolinomios de evolucion Ty, ..., Ty.

Demostracion.
k . k
- ([I7) =TIm)
j=1 J=1

Es decir, aventar t veces el dado codificado por T es lo mismo que aventar t veces los k
dados codificados, respectivamente, por Ty, ..., T;. O

Ejemplo 3.11. De acuerdo al procedimiento expuesto en [5], consideramos lo siguiente:

I+t +224+ 22+t 422 +25=
r(1+a' + 2%+ 2% + 2t +2°) =

() = () == ()
x(l_x )<1+x3> =z(l+z+2°)(1+2°) =

11—z
r(14+z+2H)1+2)(1 — 2 + 2%

de forma que aventar el dado con caras en (1,2,3,4,5,6) es equivalente a aventar los dados
con caras en (1),(0,1,2),(0,1),(0,1,2) con los signos correspondientes. Y no sdlo a ellos,
sino a cualquier reagrupacion de ellos.

No es de sorprender que los autématas celulares dinamicos tales que el producto de sus
dipolinomios de evolucién resulte en el dipolinomio de evolucién de un autémata celular
elemental sean muy similares a éste. A continuacion se muestran los automatas celulares
dindmicos aditivos cuyos dipolinomios de evolucién son, en orden de aparicion:
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T(z) =14z +2* + 2° + 2* + 2° + 2° Ti(z) ==

To(z) =1+ 2+ 2% + 23 + 2t + 2°
Ty(x) = 2° Ty(z) =2 — 2% + 23

To(x) =2+ 1+z+2>+23+ 2! Ty(x) =1+ 2z + 22% + 23

e e

LIRS

e

..

AERE ?::Etn‘ ‘,u:‘é

Figura 3.4: Automatas celulares resultantes en el orden de aparicion de la tabla mostrada.

Un ejemplo histéoricamente relevante que involucra encontrar los coeficientes de un
producto de polinomios, y que por lo tanto podemos abordarlo con la teoria de automatas
celulares dinamicos, fue considerado por Euler en relacion a los ntimeros pentagonales.
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3.2. El Teorema de los Numéros Pentagonales de Euler

En 1775 Euler demostro el siguiente

Teorema 3.2 (Numeros Pentagonales de Euler).

o0 o0

[Ta-am= 3 v
n=1 k=—o00
es decir, que en el producto (1 —z)(1—2?)(1—23)-- - =1—-o—2?+2°+2"— 22 — ... los

exponentes con coeficientes no nulos son de la forma @ parak =1,—-1,2,-2,3,-3,...
i.e. nimeros pentagonales (generalizados).

Antes de pasar a la demostracion, veamos poco a poco de dénde viene este maravilloso
resultado.

Pensemos primero en el coeficiente n-ésimo del producto []72, (1+27). Podemos pensar
en escoger un término de cada binomio (1+27) dentro de (1+xz)(1+2?)(1+23)(1+2%)...
tales que al multiplicarlos nos formen el exponente n, y después sumar el nimero de formas
en el que podemos hacer eso. Es claro que si j > n > 0, debemos de escoger siempre al 1,
pues de otra forma nunca conseguiremos que al multiplicarlos sumen n.

Por ejemplo, para n = 5, puedo escoger, dentro de cada sumando, al 1, salvo en el
binomio (1 + z°), en el escogeré a z°. O en escoger dentro de cada sumando al 1, salvo en
el binomio (1 + ') y (1 4+ 2%), en los que escogeré a z' y x* sucesivamente.

[ | ‘
T 1

I I
{ \ { \

x? 1 x2 1
S o o o
x3 1 3 1 3 1 3 1
| | | | | | | |

No es dificil darse cuenta de que dichas “trayectorias” corresponden a las particiones
de 5 con nimeros en {1,2,3,4} sin repeticion ni distincion de orden. En efecto,

5=5+0
—4+1
=342

donde cada forma de representar al 5 corresponde con una tnica elecciéon de términos
dentro de cada binomio
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Asi,

ﬁ 1+ 2%)
7=1

donde k es el numero de particiones de n sin repeticiones de sumandos (no contamos par-
ticiones de la forma a 4+ a + ...) ni distinciones entre ellos (a +b = b+ a). A este tipo de
particiones las llamaremos particiones propias.

Ahora bien, fijémonos en el producto

[e.9]

[+ =z2)

J=1

con z € Z. ;Qué sucede con [z"] [TZ, (14 227)? Lo tnico que va a cambiar con respecto a
[#"] 152, (1 +27) es que cada vez que multiplico los términos distintos de 1 (cada vez que
los escojo dentro de mi trayectoria), aumentara en 1 la potencia de z. Es decir, la potencia
de z es un contador de cuantas veces multiplico términos distintos de 1.

Por ejemplo,

5=5+0, 2!

=342, 22

pues

de forma que [2°] [[5Z, (14 227) = z + 227, lo cual indica que 5 es representable como una
suma de factores con un sumando no nulo (5+0) y dos sumas de factores con 2 sumandos
no nulos (4 + 1,3 + 2).

En general, CzFz" k € Z,n € Z* indica de cuantas formas es posible representar a n
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con k sumandos no nulos sin repeticiones ni distinciones de sumandos.

Ya estamos en posibilidades de entender mejor el producto H?;(l — 27), pues basta
con sustituir z = —1 en [[}2, (1 + z27).

Observemos que (—1)* = 1 si y solo si k es par. Luego, por lo dicho anteriormen-
te, C(=1)*"2", m € Z,n € Z" indica de cuéntas formas es posible representar a n
con 2m sumandos no nulos sin repeticiones ni distinciones de sumandos, mientras que
C(=1)*+1g" 'm € Z,n € Z* indica de cuéntas formas es posible representar a n con 2m-+1
sumandos no nulos sin repeticiones ni distinciones de sumandos. Entonces [2"] [[52, (1—27)
indica la diferencia entre el niimero de formas de representar a n con una cantidad par de
sumandos y una cantidad impar de sumandos, ambos sin repeticiones ni distinciones.

Es decir, si p,(n) es la funcién que a cada n € Z* le asocia el nimero de particiones
propias suyas con una cantidad par de sumandos y p;(n) es la funcion que a cada n € Z*
le asocia el ntiimero de particiones propias suyas con una cantidad impar de sumandos,
entonces

1 T](= ) = p(m) = pi(o).
Por ejemplo,
I [[1 o) =1

pues p,(5) =2y p;i(5) =1 ya que 4 + 1y 3+ 2 son las tnicas particiones con un ndimero
par de sumandos de 5, mientras que 5+ 0 es la tnica particién con un ntimero impar de
sumandos de 5 (sin repeticiones ni distinciones).

Ya tenemos entonces una muy buena idea de como son los coeficientes de []7Z, (1 —a7).
Cabe preguntarse, ;jqué valores pueden tomar? Para estudiar particiones de enteros, echa-
remos mano de una herramienta sumamente ttil, que nos dara una elegantisima demos-
tracion del teorema de Fuler: los diagramas de Young o de Ferrer.

3.2.1. Diagramas de Young y la demostracién de Franklin

Una forma conveniente de representar particiones de enteros es mediante diagramas de
Young. Un diagrama de Young es un diagrama de casillas en la que cada fila tiene una
cantidad menor o igual de casillas que la fila anterior. Por ejemplo,
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es un diagrama que denotaremos por A = (4,2, 1).

Podemos entonces representar, de forma muy intuituiva, las particiones propias de un
entero usando estos diagramas. Basta con representar cada nimero de la particion con
casillas, diferenciando sumandos por renglones. Es decir, la particion 4 + 2 + 1 estara
representada por el diagrama A = (4,2, 1).

Ejemplo 3.12.

5=05+0
=4+1
=342
[ 1]
Ejemplo 3.13.
10=104+0 =7+2+1
=9+1 =6+3+1
=8+2 =5+4+1
=743 =5+342
=6+4 =4+3+2+1

En 1881, 94 anos después de la primera prueba de Euler, el matemaético estadounidense
Philip Franklin di6¢ una demostracién muy elegante del Teorema de los Numeros Pentago-

99



nales basada en diagramas de Young, misma que el matematico francés Hans Rademacher
describi6 como “el primer logro importante de las matematicas estadounidenses” [9]. La
idea central de su prueba fue establecer una biyecciéon entre los particiones con un niimero
par de factores y las particiones con un nimero impar de factores, y notar que ésta falla
tnicamente cuando se trata de nimeros pentagonales.

Procediendo como en [9], y para ilustrar la idea central de la prueba, veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.14. Consideremos el niumero 11, y pensemos en todas las particiones propias
de 11. Hay exactamente 12 de ellas: 6 de ellas con un nimero par de sumandos, y 6 de ellas
con un numero impar de sumandos, asi que las podemos aparear de la siguiente manera

1041 <= 11

9+2 <— 8+2+1

8+3 <— 7T+3+1

7T4+4 <= 6+4+1

6+5 < H+4+2
5+34+24+1 <= 6+3+2

s Como estd definida esta biyeccion? Pensemos en el diagrama de Young de alguna de
las particiones, por ejemplo, la de 6 +5. Sea m el numero de casillas del iltimo renglon, y
sea s el numero de casillas en la diagonal mds larga que se puede trazar hasta la derecha
(marcadas con X en e dibujo). Nos referiremos a dicha diagonal como la dltima diagonal
del diagrama de Young. En este caso, m =5 y s = 2. La genial idea de Franklin consiste
en desplazar las casillas marcadas con X hacia abajo para formar un nuevo renglon.

X
X s

Notemos que en este caso podemos revertir el proceso, tomando los bloques del ultimo
renglon y colocdndolos hasta la derecha para formar una nueva diagonal, concatenando un
solo bloque con cada uno de los primeros m renglones.

ot XX

Dado que este proceso cambia la paridad del nimero de renglones (del nimero de su-
mandos de la particion) tenemos entonces una biyeccion que asocia una particion con un
nimero par de sumandos (de renglones) con otra que tiene un nimero impar de ellos.

. . 11 o0 ) —
Luego, su diferencia debe ser cero, por lo que [z [[7Z,(1 —27) = 0.

100



Cabe preguntarnos si esto siempre se puede llevar a cabo, en qué casos si y en qué casos
no. Veamos otro ejemplo

Ejemplo 3.15. Consideremos las particiones propias del nimero 5. Hay eractamente 3
de ellas: dos con un numero par de sumandos y una con un numero impar de sumandos.
Es claro entonces que el proceso descrito anteriormente no se puede llevar a cabo en todos
los casos, por lo que en alguno de ellos no debo de poder transformar una particion en otra
aplicando f sequido de f~1 o viceversa.

Veamos:

LTI «— L

pero

|
X
X S |

que no es una particion permitida pues un renglon del diagrama debe de tener menos ele-
mentos que su renglon anterior.

B]jj e XXT

no cambia la paridad de los renglones y ademds no se cumple que f y f~1 sean inversas,
ya que aplicar =1 sequido de f no me regresa el diagrama original

Andlogamente

| X] B
L] —F

Ast, no podemos aparear a la particion (3,2) con ninguna otra particion , por lo que

[#°] T[;2,(1 = 27) = 1. Procedamos a generalizar el ejemplo anterior.

Para eso necesitaremos la siguiente definicion.

Definiciéon 3.3. Sean n € Z*1, Y, el conjunto de diagramas de Young que representan a
las particiones propias de n y A = (ay,aq,...,ax) € Y,. Diremos que \ es un diagrama
de Young vdlido sia; € Z*,a;11 < a; Vi € {1,...,k} y Zle a; =n.

Definicion 3.4. Sean n € Z", Y, el conjunto de diagramas de Young que representan
a las particiones propias de n y Y € Y,. Diremos que Y es un diagrama de Young
con esquina si el ultimo renglon y la ultima diagonal de Y comparten una casilla; en
caso contrario lo llamaremos diagrama de Young sin esquina. Formalmente, A =
(ay,...,ax) es un diagrama de Young con esquina si a;; —a; = 1 para toda i € {1,... k—

101



1}. Al conjunto de diagramas de Young con esquina lo denotaremos por Y. y al conjunto
de diagramas de Young sin esquina lo denotaremos por Y.

Observacion 3.2. En el universo de los diagramas de Young vdlidos, (Yse)® = Yee.

Ejemplo 3.16. Todos los siguientes son ejemplos de diagramas de Young con esquina:

N

Ejemplo 3.17. Todos los siguientes son ejemplos de diagramas de Young sin esquina:

Definicion 3.5. Seann € Z" yY,, el conjunto de diagramas de Young que representan a
las particiones propias de n. Definimos f : Y, — Y, como la funcion que forma un
nuevo renglén colocando los elementos de la ultima diagonal debajo del iltimo
renglon del diagrama correspondiente. Formalmente, si A = (ay,as,...,ar) € Y, es
un diagrama de Young vdlido, entonces f(A) = (a1 —1,a2—1,...;as—1,a541,...,ax, Qpi1)
donde s es el numero de elementos en la ultima diagonal de A y a1 = s.

Definicion 3.6. Sean n € Z* y Y, el conjunto de diagramas de Young que represen-
tan a las particiones propias de n. Definimos g : Y, — Y, como la funcion que
elimina el ultimo renglon del diagrama y coloca sus elementos, uno a uno,
en los renglones anteriores (comenzando por el de mayor longitud). Formal-
mente, si A = (ay,aq,...,a;) € Y, es un diagrama de Young vdlido, entonces g(\) =
(e +1,a9+1,...,am + 1,ams1,-..,a51) donde m = ay.

Observacion 3.3. Tanto f como g cambian la paridad de los renglones de X\ € Y,,.

Requerimos que al aplicar f o g, el diagrama de Young resultante sea un diagrama valido
-pues Unicamente esos son los involucrados en el producto de Euler- y que ademés cambien
la paridad de los renglones del diagrama. Esto restringe los dominios de ambas funciones
ya que no siempre ocurre (por ejemplo, dada n € Z*, (n — 1,1) &€ Dom(f),(n — 2,2) ¢
Dom(g)).

De ahora en adelante denotaremos por s al niimero de elementos en la tltima diagonal
de un diagrama de Young y a m al nimero de elementos en su tltimo renglon.

Lema 3.1. Para todan € Z™
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Dom(f) = {Y €Y :s<m}U{Y €Y:s+1<m}

Dom(g) ={Y €Y :s+1>m}U{Y €Y :s>m}

Demostracion. Sean € ZT, Y € Dom(f). Si Y € Y, entonces, dado que f(Y) es valido,
se satisface s < m. Analogamente, si Y € Y., entonces s + 1 < m.

Sea Y € {Y € Yo : s <m}U{Y € Yo : s+ 1 < m}, entonces por definicion de f,
f(Y) es valido, por lo que Y € Dom(f).

La prueba de Dom(g) es totalmente analoga.

X|
X
N
NN
LT s X
|
X|
X st
|
«9 XX

Observacion 3.4. Y € Dom(f) si y solo si Y & Dom(g).

Observacioén 3.5. Si Y € Y, entonces Y € Dom(f) oY € Dom(g). Si Y € Y. y
m & {s,s + 1} entonces Y € Dom(f) oY € Dom(g).

Lema 3.2. Sean n € Z* y Y, el conjunto de diagramas de Young que representan a las
particiones propias de n. Si'Y € Dom(f) entonces f(Y) € Dom(g) y (go f)(Y) =Y.
Andlogamente st Y € Dom(g) entonces g(Y') € Dom(f) y (fog)(Y) =Y.

Demostracion. Sea A\ = (ay,...,ar) € Dom(f). Sea s, m’ el nimero de elementos en la
tltima diagonal de f(\) y el ntiimero de elementos en el ultimo renglén de f(A) respecti-
vamente.

Si f(\) € Y. entonces s’ = k+ 1, m’ = s < k en cuyo caso s > m’ por lo que
f(A) € Dom(g). Si f(\) € Yy entonces s’ > sy m' = s en cuyo caso s > m/ por lo que
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f(A) € Dom(g). En ambos casos, por definicion de f y g se cumple que (go f)(A) = .

Analogamente, sean A = (ay,...,ax) € Dom(g) y s',m’ el niimero de elementos en la
tltima diagonal de g(\) y el ntimero de elementos en el altimo rengléon de g(A) respectiva-
mente.

Si g(A) € Y. entonces dado que A es vélido, ' = m = a, y m' = ax_1 + 1 en cuyo
caso 8 < ap_1 y asi s +1 < m/, de forma que g(\) € Dom(f). Si g(\) € Y. entonces
s'=m =apy m' = a,_ en cuyo caso s’ <m’ y asi g(\) € Dom(f). En ambos casos, por
definicion de f y g se cumple que (f o g)(A) = A. O

Con ayuda de estos lemas, estamos en condiciones de demostrar el célebre teorema de
Franklin.

Teorema 3.3 (Franklin, 1881). Seann € ZT, Y €Y,. (go /)(Y) £ Y y(fog)(Y)#Y
sty solo sim=s om=s+ 1. En dado caso,n:w con k € Z.

Demostracion. Sean n € Z*, Y € Y,. Por el lema 3.2 sabemos que (go f)(Y) # Y y
(fog)(Y)#YsiysolosiY & Dom(f)yY ¢ Dom(g). Por la observacion 3.5 Y & Dom(f)
yvY & Dom(g) siysolosiY € Y. ym € {s,s+ 1}.

Si m = s entonces

n=m+m+1)+---+(m+s—1)
=m+m+1)+-+(m+m-1)
=m’+14+2+---+m—1

—1
:m2+m(m2 )

k(3k — 1)
2

haciendo k = m, de forma que k € Z™*.

Sim = s+ 1 entonces

n=m+m+1)+---+(m+s—1)
=m+m+1)+---+(m+m-—2)
=m(m—1)+1+2+---+m—2
:m(m—1)+(m_1)2(m_2>
3(m—1)+1
2
3(1—m)—1
2

(m —1)

=(1-m)

k(3k —1)
2
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haciendo k = 1 — m, de forma que k € Z~ U {0}.

Corolario 3.2. (Teorema de los Numeros Pentagonales de Euler)

[[a-am= 3 (1
n=1 k=—00

Demostracion. Por el lema anterior sabemos que

uﬂfh1—ﬁy¢0¢:>n:5@%l9

j=1

p.a. keZ

Mas atn, para cada n, de existir, hay un tnico diagrama de Young valido tal que
m = s om = s+ 1, de forma que [z"][[Z,(1 —27) = (=1)*. Si m = s entonces
(=1)* = (=1)™ = (=1)%, y sim = s+ 1 entonces (—1)* = (—=1)""! = (=1)"% = (=1~

Luego,
s . 0 si n D yE ez
x" 1—27)= 2
| ]]1_[1( ) {(—1)’g si n="%1 ha ke
y asi
1= 3 s
n=1 k=—00

3.2.2. La estrella de la pelicula

La teoria que hemos desarrollado para autématas celulares dindmicos nos permite
construir un autémata tal que en el rengléon j-esimo tenga codificados los coeficientes
de [T/ _,(1 —2™), de forma que se aproxime en cada iteracion al producto infinito de Euler.

Basta con idear un autémata tal que

f1 = 0; — ;-1

f2 = 0; — A;—2

fn = a; — Qj—n

de forma que
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’]I‘lz]_—l‘
T2:1—$2

T,=1-—2x"

y, si A°(z) = 1, entonces

t t
=1 =110~
j=1 j=1

para toda t € ZT, que es precisamente el producto (parcial) del Teorema de los Ntumeros
Pentagonales de Euler.

Asi, el automata celular dindmico A = (d, S, Ny, f;) cond =1,5 =7

Ni(t) = (—t,0)

fi(t) = a; — a;—

con A°(x) = 1 codifica en cada renglon los coeficientes del producto (parcial) del Teorema
de los Numeros Pentagonales de Euler

Hl—wj

Jj=1
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Figura 3.5: Las celdas azules representan el valor —1, las blancas el valor 0, las rojas el
valor 1 y las azules cualquier niimero natural mayor a 2. Por el Teorema de los Niimeros
Pentagonales de Euler sabemos que eventualmente ninguna celda tendra color verde.

3.3. Pseudocoédigos

Resulta til tener un codigo para programar, no sélo un autémata celular dinamico
particular, sino cualquiera de ellos. Dado que los aditivos son de especies interés en este
trabajo, a continuacién se encuentra el pseudocodigo que utilicé para programar este tipo
de autématas celulares aditivos.
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Algoritmo 14: Funciéon FvolucionarY Vecinos : M; ; — M, ;

Datos:

S € M, xn(Z) Matriz que en cada entrada tiene los exponentes de los dipolinomios
de evolucion.

SIG € M,x,(Z) Matriz que en cada entrada tiene los coeficientes de los
dipolinomios de evolucion.

Entrada: M € M, ,,(Z)

Salida: M modificada.

contador = 0
n < numero de columas de la matriz M
s < longitud del arreglo S

Funcién EvolucionarY Vecinos(M)

foriec{2,...,n} do
for j € {1,...,n} do
for [ € {0,...,s — 1} do
if i —1=1 (mdd s) then
| contador =0
end
if [ # 0 then
if 7 < maz(S[l]) or j — min(S[l]) > n then
‘ Mimj == 0
else
h =1 for k € S[l] do
contador = contador + SIGl][h] * M;_1 j_y
h=h+1
end
M; ; = contador (méd 2)
end
else
if j <max(S[l]) or j —min(S[l]) > n then
else
h =1 for k € S[s] do
contador = contador + SIG|s|[h] % M;_1 j_j
h=h+1
end
M; ; = contador (méd 2)
end
end
end
end
end
return M

end
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Para colorear nuestra matriz basta con aplicar la funcion C'olorear M atriz que se mues-
tra a continuacion para obtener un autémata en blanco y negro.

Un ejemplo de la implementacion del algoritmo anterior seria la siguiente:

s = [[1], [0,1,2], [0,1], [0,1,2]]
SIG = [[1],([1,1,1],[1,1],[1,-1,1]]
M = zeros(Int8, (2~(11),2~(11)))
M[1,3] =1
EvolucionarYVecinos(M,S,SIG)

%Si la queremos colorerar (ver siguiente algoritmo), basta con afiadir:

M’ = ones(RGB{Float64}, (2~(11),2"(11)))
ColorearMatriz(M’,M)

Que computaria el autémata cuyos dipolinomios de evolucion estan dados por

=

\_/\%/\_/\_/
I

e )
+
8

+ 1z + 22

= =
— [\
8

—a:—i—x2

Ty

Figura 3.6: Salida del pseudocddigo en el lenguaje Julia.
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Dada su relevancia, a continuacién se encuentra el pseudocodigo para programar el
autoémata celular dinamico que codifica los coeficientes del producto involucrado en el
Teorema de los Numeros Pentagonales de Euler. No se puede programar directamente
usando el algoritmo 14 pues no tiene un nimero finito de dipolinomios de evolucion.

Supondremos que el lector esté familiarizado con el Algoritmo 2 correspondiente a la
implementacion de la funcién G : S? — S%. Modificaremos el Algoritmo 15 para crear
una nueva funciéon que colorea matrices segtn los colores elegidos (en este caso azul, blan-
co, rojo y verde) y presentaremos una nueva version del algoritmo para implementar la
regla de evolucion.

Algoritmo 15: Funcion Colorear Matriz : M; ; — R?

Entrada: M € M,,,(Z), M’ € M,,,(R?)
Salida: M’ modificada.

n < namero de columnas de la matriz M

Funcion ColorearMatriz(M,M’)
forie{1,...,n} do
for j € {1,...,n} do
‘ M’L/,] - (O, 0, 1)
else
if Mi,j =0 then
‘ M ; = (1,1,1)
else
if Mi,j =1 then
‘ MZ’] = (1,0,0)
else
‘ Ml’] =(0,1,0)
end

end
end

end
end

return M’
end
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Algoritmo 16: Funcién f : Z% — Z

Entrada: M € M, ,(Z),i,j € Z*
Salida: = € {0,1}

Funcién f(M,i,j)
if 7+ 1 >4 then
‘ return Mi—l,j — Mi—l,j—z'-i—l
else
| return M;_, ;
end
end

Notemos que en algoritmo 16 la condicién j + 1 > 7 es porque en el lenguaje Julia el
primer renglén de la matriz corresponde a ¢ = 1. En lenguajes en los que el primer renglon
de la matriz sea el renglon cero, bastaria con pedir 57 > ¢. Esta condicion se verifica pues,
si no se cumple, significa que el valor de la casilla que queremos restar se encuentra fuera
de nuestra matriz. En teoria, nuestra matriz es infinita, por lo que suponemos que todos
los valores no especificados son cero. Asi, en estos casos basta con regresar M;_; ; pues
M; 1j-iy1=0.

Un ejemplo de la implementacion de los algoritmos anteriores seria la siguiente:

AC = zeros(Int8, (2°(11),2°(11)))

AC’ = ones(RGB{Float64}, (2~(11),2~(11)))
AC[1,1] =1

u=GM, 2~(11))

ColorearMatriz(u,AC’)
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Conclusiones

A lo largo del presente trabajo hemos establecido vinculos entre la teorfa de niimeros
y la teoria de autématas celulares. Dicha relaciéon no se limita tinicamente a abordar los
mismos resultados desde perspectivas diferentes, sino en analizar distintos problemas desde
alguna de las teorias para obtener respuestas que desde la otra teoria serian dificiles de
obtener.

Tal es el caso de la Regla 60 y de la Regla 90, mismas que estudiamos exhaustivamente
en el capitulo 2. Por un lado, desde la teoria de niimeros, explicamos por qué los ntimeros
de Fermat -y sus productos- pueden ser extraidos de un objeto tan emblematico como el
Tridgulo de Pascal. Por otro lado, desde la teoria de autématas, entendemos por qué el
Triangulo de Pascal se corresponde con la Regla 60 y, juntando ambos resultados, ana-
lizamos -haciendo uso de la teoria de niimeros- los aspectos computacionales -como son
la reducibilidad computacional- del Triangulo de Pascal visto como un autémata celular.
Mas atin, haciendo uso de la teoria de autématas, generalizamos el Triangulo de Pascal y
creamos autématas que codifican particiones de enteros, mismas que han sido uno de los
problemas méas fundamentales de la teoria de niimeros.

No deja de ser soprendente que la relaciéon entre ambas ramas de la matemética no
solamente nos permite estudiar problemas conocidos desde Opticas nuevas, sino que nos
permite incluso generar nuevos objetos: éste es el caso de los autéomatas celulares dina-
micos, a quienes les dedicamos el tercer capitulo. Con la herramienta de las funciones
generadoras extendemos la nocion de autéomata celular a una clase mas general de objetos
que nos permiten entender de una forma més completa el universo computacional. Y, por
si fuera poco, generamos un autémata celular dindmico que representa a uno de los teore-
mas mas emblematicos de la teoria de ntimeros: el Teorema de los Numeros Pentagonales
de Euler. Incluso desde el primer capitulo exploramos la relaciéon entre ambas ramas de
la matematica mediante algoritmos que detectan configuraciones inalcanzables por ciertos
autématas celulares o, mas fundamentalmente, demostrando -usando herramienta pura-
mente matemaética- la existencia de dichas configuraciones.

Muchos de los conceptos aqui explorados -como, por ejemplo, los de irreducibilidad
computacional, aleatoriedad intrinseca, universalidad computacional, etc.- son relevantes
para la comprension tanto de las matematicas y los sistemas deductivos en general, como
para el entendimiento de diversos procesos en la naturaleza y en el universo computacional.
A pesar de no haber podido ahondar demasiado en ellos -tanto por las caracteristicas del
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presente trabajo como por las intenciones del autor- tenemos presentes que daran pie a
largas y apasionadas discusiones e investigaciones, mismas que serdn objeto de nuestros
futuros esfuerzos, y muchas de las cuales seguramente podran verse nutridas por los resul-
tados aqui expuestos.

Entender el universo computacional y su relacién con el universo matematico es y

seguiréd siendo uno de los problemas centrales de la ciencia; el presente trabajo pretende
vislumbrar algunas de sus multiples y fascinantes relaciones.
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